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y(t) = (B +∆B ü�ý9þ`ÿ (t))u(t) +Wf(t) + e(t)
Ý Î#á

²1°C±+«`±
y(t) ∈ Rp

¸À¨1©g°C±�³E»j©gµC»j©�ÂE±#­�©`³N«+Ë
u(t) ∈ Rm

Ë
f(t) ∈ R

¬�¹V·
e(t) ∈ Rp

¬�«g±EË?«g±+¨`µ£±+­�©`¸¢ÂE±�½¢ÃóË?©g°C±
­�³N¹N©g«`³N½1¸¢¹CµC»j©#ËZ©g°C±�º:¬�»]½Å©�¸¢¹CµC»j©
¬�¹V·Ø©`°C±�¾�±#¬E¨`»C«`±�Á
¾�±�¹Q©�¹C³E¸À¨¶±#¨cÂE±+­�©`³N«+ËV²1°]¸¢­e° ¸À¨�È�±+«`³�¾�±+¬E¹Æ¬�¹]·�²1¸Å©g°
¨¶©g¬�¹V·C¬�«e·P·C±�ÂI¸¢¬�©`¸¢³E¹

σ. � ±+­�©g³E« W ∈ Rp
¬�«g±�º:¬�»C½|©

·j¸À¨ª©g«`¸¢¦C»j©g¸|³N¹�ÂE±+­�©g³E«,¬E¹]·
B ∈ Rp∗m

¸À¨,¬1¼N¬E¸|¹�¾�¬L©g«`¸|ÌGÄ
Ö ¬�©`«g¸ÅÌ

∆B ü_ý_þ`ÿ (t) ∈ Rp∗m
«`±+µC«g±+¨`±�¹N©e¨G»C¹]­�±�«`©g¬�¸¢¹N©g¸¢±+¨+Ë

²1°C¸À­g°Ø¸¢¨�­�³N¹]¨¶¸À·j±+«`±#·×¬E¨2¬�©`¸¢¾�±�Á_Â�¬�«g¸¢¬E¹N©�µV¬�«e¬�¾�±�©g±�«
¦£±�½¢³E¹]¼E¸¢¹C¼�©`³�¸|¹Q©`±�«gÂL¬E½

[−∆B;∆B].Ð§³N¾�¸|¹]¬E½£¾�³j·j±+½£³Eº7¨`ÃI¨¶©`±+¾ Ý Î#á ¸À¨/·j±�Ê]¹C±+·�¬N¨?º<³E½¢½|³L²§¨

ŷ(t) = Bu(t).
Ý ùEá

úzð�­�¸¢±�¹Q©&¾2³C·j±�½|Á_¦]¬N¨¶±#·2º:¬�»C½|©&·j±�©g±+­�©`¸¢³E¹�«`±+½|¸¢±+¨?³E¹�©g°C±
¼E±+¹C±�«e¬L©g¸|³N¹�³EºS¬�º:¬E»C½Å©	¨¶±+¹]¨¶¸|©g¸|ÂE±�«g±+¨`¸À·j»]¬�½_Ä Þ ¸¢¹]­�±�©g°C±
³E»C©`µC»j© ÂE±#­�©g³E«�¸À¨�¾2±#¬E¨`»C«g¬E¦C½¢±ã¬E¹]·

e(t)
¸À¨�¬3È�±+«`³

¾�±+¬E¹�¹C³N¸¢¨`±EË�©`°C±/¨¶¸¢¾�µC½|±#¨ª©7«g±+¨`¸À·j»]¬�½E¸À¨7¬�¹	³E»j©gµC»j©=¨`¸¢¾�Á
»C½À¬L©g¸|³N¹�±+«`«g³E«&¦£±�©ª²S±�±+¹
«g±+¬E½G¬E¹]·
¨`¸|¾�»C½À¬L©g±+·
³E»j©gµC»j©g¨

r(t) = |y(t)− ŷ(t)|.
Ý ìNá

Ñ1±#¨¶¸À·j»]¬E½r±�ÂL¬E½|»V¬L©`¸¢³E¹�¸¢¹
¬2­�½|³Q¨¶±#·�½¢³I³Eµ�º<«e¬�¾�±+²S³E«g´�¸¢¨
¨¶©`»]·j¸¢±+·�¸¢¹�©`°C±�º<³N½|½¢³L²1¸|¹C¼�¨`±+­�©g¸|³N¹�²1°C±�¹�©`°]±2­�³E¹Q©`«g³E½
½À¬#²ó¸¢¨§·j±#·j»]­�±#·�º<«g³E¾í÷ZÄ ø ÄC­�«g¸|©`±�«g¸¢³E¹"Ä
ô]³E«0¬�¨`¬E´E±�³�ºS¨¶¸¢¾�µC½|¸À­�¸|©ªÃEËr³E¹C½¢Ã�¨¶©g¬L©g¸¢­�¦£±�°V¬#ÂI¸¢³E«�²1¸|½¢½
¦£±	­�³E¹]¨`¸À·j±�«g±+·�¸¢¹
©`°C±	¨`±+ñQ»C±�½_Ä

u y
processcontroller

yref

residual
generator

threshold
generator

+

-

+-1 r

logic unit

rε

Alarm :high

          low

0r <ε

0r >ε

ô7¸¢¼]Ä Î Ä0µ]«`¸¢¹]­�¸¢µC½¢±%³�º�µC½À¬E¹N©Ûº:¬�»]½Å©×·j±�©g±+­�©g¸|³N¹é»]¨¶¸¢¹C¼
©`°C«g±+¨`°C³N½¢·

Γ1ì Ä1÷ZÄ ø ÄVÕ/Ñ1Ïª¯&ú?Ñ1Ï`Ò�Ð

ÕS½¢¬N¨`¨`¸¢­+¬�½¢½|ÃNËG©`°C±�­�³E¹Q©`«g³E½Z½À¬u² ¨¶©`«g»]­�©`»C«g±�¸¢¨�¼E¸¢ÂE±�¹Ù¦QÃ
©`°C±�º<³E½¢½¢³u²1¸¢¹C¼�±�ÌjµC«g±+¨g¨¶¸¢³E¹

u = K(y
ref
− y).

Ý çQá
Ð§±�ÂE±+«¶©g°C±�½¢±+¨g¨�Ë2©`°]±â·j±�©`±�«g¾�¸|¹V¬L©`¸¢³N¹ ³�º ©g°C±â­�³E¹N©g«`³N½
½¢¬u²4¸¢¨Û»V¨¶»]¬E½|½¢Ã¿¦]¬E¨`±+·*³N¹*©g°C±%¹C³N¾2¸¢¹]¬E½2¾�³j·C±�½�³�º
©`°C±�¨¶Ãj¨¶©`±�¾ÇÄ,¯&°]¬�©�¸À¨�©`°]±�«g±+¬E¨`³E¹Æ²1°QÃNËG©g°C±�³EµC©`¸¢¾�¬�½
­�³E¹Q©`«g³E½NµC«g³E¦C½¢±�¾¿­�³N¹]¨`¸¢¨¶©g¨,¸¢¹�·j±�©`±�«g¾�¸|¹]¸|¹C¼c©g°C±SÂE±#­�©`³N«
u = K(y

ref
− ŷ)

¾�¸|¹C¸¢¾�¸¢È�¸¢¹C¼ó©g°C±3µ£±�«`º�³N«`¾�¬E¹]­�±
¸|¹]·j±�Ì�¼E¸¢ÂE±�¹
¦QÃ

J =
1

2
[(y

ref
− ŷ)TQ1(yref

− ŷ) + uTQ2u]
Ý�� á

²1°C±�«g±
y

ref

¸¢¨Æ©`°C±3¨`±�©ãµ£³E¸¢¹N©ãÂL¬�½¢»C±%¬�¹]·
Q1, Q2¬�«g±%²S±+¸|¼N°N©g¸|¹C¼¿¾�¬�©`«g¸¢­�±+¨+Ä	¯&°C±ê³Eµj©g¸|¾�¬E½�­�³E¹N©g«`³N½|½¢±�«

¨¶³N½|»j©g¸|³N¹
¬N¨`¨`³j­�¸À¬L©g±+·�©`³�Ý�� á ¸¢¨&©`°]±�­�³E¹]¨¶©g¬E¹N©1¾�¬L©g«`¸|Ì

K = Q−1
2 BTQ1.

Ý åQá
¯&°C±c¾2³C·j±�½]»C¹V­�±�«`©g¬E¸|¹Q©`¸¢±+¨Z¸¢¾2µ]½|Ã�©`°V¬L©Z©g°C±§¹]³�º:¬E»C½Å©ªÃ
«`±+¨`¸À·j»]¬�½"·j±�Ê]¹C±+·
¦IÃ

r = |∆B ü�ý9þ`ÿ u+ e|.
Ý à�á

¸¢¨�¬P¹]³E¹jÁ�È�±�«g³Ø¾2±#¬�¹�¨`¸|¼N¹]¬�½�±�ÂE±�¹ó¸|º2¹C³Øº:¬�»C½|©�­�³N«¶Á
«`»Cµj©e¨�©`°C±
¨`ÃI¨¶©g±�¾ÇÄ7Ïl¹P³E«e·j±�«	©g³Æ¬uÂE³E¸À·Ûº:¬�½À¨¶±�¬E½À¬�«g¾�¨
­�¬�»]¨`±+·0¦IÃ�¾�³j·j±+½|½¢¸|¹]¼1±�«g«g³E«g¨G¬�¹]·�¹C³N¸¢¨`±+¨+Ë�©`°C±?«`±#¨¶¸À·j»]¬E½
¸¢¨ã­�³N¾2µV¬�«g±+·¿²1¸|©`° ¬ó·j±�©g±+­�©`¸¢³E¹ï©`°C«g±+¨`°C³E½À·GË0²1°C¸À­e°
­�³E«g«`±#¨¶µ£³E¹V·C¨&©`³�©g°C±�¾�¬�ÌI¸¢¾�¬�½7ÂL¬�½¢»C±�³�ºz©`°C±�«`±#¨¶¸À·j»]¬E½
²1¸Å©g°C³E»j©1º:¬E»C½Å©#Ä
¯7²S³�©`°C«g±+¨`°C³N½¢·GË7²1°C¸À­g°×©g¬E´E±�©g°C±�»]¹]­�±+«¶©e¬�¸¢¹N©`¸¢±+¨�±�º�Á
º�±#­�©e¨Z³N¹�«g±+¨`¸¢·j»V¬�½C¸¢¹N©g³�¬E­�­�³E»C¹Q©+ËN­�¬�¹�¦£±c¨¶ÃI¹Q©`°C±#¨¶¸¢È�±#·GÄ
¥S©=Ê]«g¨¶©+Ë+©`°]±?©`°C«g±+¨`°C³E½À·

Γ1
Ý9ô7¸¢¼E»]«`± Îuá Ëu·j±�«g¸¢ÂQ¸¢¹C¼§º<«`³N¾

¬�¹Ø³Eµ£±+¹jÁ_½¢³I³NµÙº<«e¬�¾�±�²/³E«g´£Ë=¸À¨�­�³E¾�µC»j©g±+·%¬E­+­�³E«e·j¸¢¹C¼
©`³2©g°C±	­�³N¹N©`«g³E½"¨¶¸¢¼N¹]¬�½

Γ1 = max r|f=0 = ∆B|u|+ ασ.
Ý æNá

¯&°C±�¨`±+­�³E¹]·�©`°]«`±#¨¶°C³N½¢·
Γ2
ËG¦]¬N¨¶±+· ³N¹Û¬
­�½¢³N¨`±+·IÁ�½¢³I³Eµ

º�«e¬�¾�±+²S³E«g´�Ý:ô=¸¢¼E»C«g± ùEá Ëj¸À¨1·C±�Ê]¹C±#·�¦IÃ

Γ2 = Λ+ Φασ.
Ý ßNá

²1¸Å©g°
Λ = max

∆B ������� |Υyref
|
Ë
Φ = max

∆B ������� |I − Υ|
¬E¹]·

Υ = ∆B ü�ý_þ`ÿ (I +K(B +∆B ü�ý9þ`ÿ ))−1K.Ïl¹�©g°C±+¨`±�©ª²S³Ç­�¬E¨`±+¨+ËV©`°C±2«e¬L©g±�³EºZº:¬�½À¨¶±�¬�½À¬�«g¾�¨c¸À¨�¨¶±�©
¦QÃ ©`°C±�µ£³N¨`¸|©`¸¢ÂE±�¨g­�¬E½¢¬E«

α.
ôC³N«�±�Ìj¬E¾�µC½|±NË,¬E­�­�³E«e·j¸¢¹C¼



u y
processcontroller

yref

residual
generator

threshold
generator

+

-

+-2 r

logic unit

rε

Alarm :high

          low

0r <ε

0r >ε

ô=¸|¼VÄ ù Ä�µC«g¸|¹]­�¸|µ]½|±%³�º�µC½À¬�¹N©ãº:¬�»C½|©Ù·j±�©`±+­�©`¸¢³E¹é»]¨`¸|¹]¼
©g°C«`±#¨¶°]³E½À·

Γ2
©`³c©`°]±/·j±�ÊV¹C¸Å©g¸¢³E¹�³�º]È�±+«`³c¾2±#¬�¹�¹C³E«g¾�¬�½N½¢¬u²×·j¸À¨ª©g«`¸¢¦C»jÁ
©`¸¢³E¹,ËE©g°C±�«e¬L©`±c³EºGº:¬�½À¨¶±�¬E½¢¬E«`¾�¨Z¸À¨S¨`±�©S©`³

1%
¸Åº
α = 3

Ä
¥ ·j±�©e¬�¸¢½¢±+·Æ¨¶©`»]·CÃ�³�º?º:¬E»C½Å©	·j±�©`±#­�©`¸¢³E¹Ûµ£±�«`º<³E«g¾�¬�¹]­�±+¨
¸À¨&»C¹V·j±�«`©g¬�´N±�¹�º<³E«§¬ Þ Ä Ï�Ä Þ Ä}Ò�Ä]¨`ÃI¨¶©`±+¾ÇÄ
ô]³E«2©g°C¸¢¨�©lÃIµ£±Ç³Eº0¨`Ãj¨ª©g±�¾ÇË�©`°C±�¨ª©e¬L©g¸¢­Ç¬�¹]·Ø¹C³N¾2¸¢¹]¬E½
¾�³j·j±+½¢¨1¬E«`±�·j±+¨g­�«g¸|¦£±#·�¦IÃ

y = (b+∆b ü_ý_þ`ÿ )u+ f + e
Ý Î
	Ná

ŷ = bu
Ý ÎEÎ#á

²1¸|©`°
∆b ü�ý9þ`ÿ ∈ [−∆b;∆b]

Ä0¯&°C±P­�³N¹N©g«`³N½|½¢±�«�·C±�©`±+«¶Á
¾�¸|¹]±+·�º<«g³E¾ ©`°C±�¾�¸|¹C¸¢¾�¸|È#¬L©g¸|³N¹
³�º7©`°C±	­�«g¸|©`±�«g¸¢³E¹ÛÝ�� á Ë
¸À¨&¼N¸|ÂE±+¹�¦IÃ

k =
q1b

q2
.

Ý Î#ùNá

¥1­�­�³N«g·C¸|¹C¼
©g³×Ý æQá ¬�¹V·3Ý ßNá Ë
Γ1
¬E¹]·

Γ2
¬�«g±�·j±�Ê]¹]±+·

¦QÃ

Γ1 = ∆b|u|+ ασ
Ý Î#ìNá

Γ2 = λ|yref |+ φασ
Ý Î�çQá

²1¸|©`°
λ = max

∆b ������� |υ|
Ë
φ = max

∆b ������� |1− υ|
¬E¹]·

υ = ∆b ü�ý9þ`ÿ (1 + k(b+∆b ü_ý_þ`ÿ ))−1k.ô]»C¹]­�©g¸|³N¹]¨
λ
¬�¹]·

φ
¬E«`±ê¾�³E¹C³E©`³E¹]±%º<»]¹]­�©g¸|³N¹]¨×³Eº

∆b ü�ý9þ`ÿ Ä"¯&°Q»]¨+Ër©`°C±�ÂL¬E½|»]±+¨0³�º λ ¬�¹V· φ ¬�«g±�³N¦j©g¬E¸|¹C±#·º<³E«
∆b ü_ý_þ`ÿ = −sign(b)∆b.

Ï�º�¸|©
¸À¨
¬E¨g¨¶»C¾�±+·3©g°]¬L©
0 < ∆b < |b|

Ë
kb
¬E¹]·

k(b±∆b)
¬E«`±cµ£³N¨`¸Å©g¸¢ÂE±�¬�¹]·�¸Å©

­�¬E¹
¦£±�¨`°C³L²1¹�©g°]¬L©

λ =
|∆bk|

1 + k(b− sign(b)∆b)

Ý Î � á

φ =
1 + bk

1 + k(b− sign(b)∆b)
.

Ý Î+åQá

¯&°C±�­�³E¹]¨`±�«gÂL¬L©g¸À¨¶¾)µ£±�«`º<³E«g¾�¬E¹]­�±#¨S³�º=±+¬N­g°�©`°C«g±+¨`°C³N½¢·
¸¢¹Ü«`±#¨¶¸À·j»]¬E½�±�Â�¬�½¢»]¬L©g¸|³N¹"ËS¸¢¨Ç¨ª©g»]·j¸¢±+·x¦IÃê­+¬�½À­�»C½À¬L©g¸|¹C¼
©`°]±P¾�¸|¹C¸¢¾�¬�½�¾�¬E¼E¹C¸|©`»]·C±×³Eº�¬�½¢½	©g°C±Pµ£³Q¨¶¸|©`¸¢ÂE±P¬�¹V·
¹C±+¼N¬L©g¸|ÂE±�·j±�©`±+­�©g¬E¦C½|±cº:¬�»]½Å©e¨?º<³E«/¬E½|½V©`°]±�»C¹]­�±+«¶©e¬�¸¢¹N©g¸|±#¨
¦£±�½¢³E¹]¼E¸¢¹C¼§©`³

[−∆b;∆b].
¥&­+­�³E«e·j¸¢¹C¼§©g³c©`°C±S©e¬�¦C½¢±0Ý Îuá

µC«g±+¨`±�¹N©g±+·�¸¢¹Æ¬�µCµ£±+¹]·j¸|Ì�¬E¹]· ¨¶¸¢¹]­�±
0 < ∆b < |b|

Ër¸|©
­�¬E¹Ù¦£±�¹C³E©`±#·Û©`°V¬L©�©`°C±�©g°C«g±+¨¶°]³E½À·

Γ1
¬E½¢½|³L²§¨�»]¨	©`³

·j±�©`±+­�©�¨¶¸¢¾�¸¢½¢¬E«,³N«,½¢³L²S±�«7¾�¬�¼N¹C¸Å©g»]·j±S³�ºjº:¬�»]½Å©7©g°]¬�¹
Γ2.¯&°C±%¾�¸¢¹C¸¢¾�¬E½�¬E¾�µC½|¸|©`»V·j±%³Eº�¬E½|½2©g°C±3µV³Q¨¶¸|©g¸|ÂE±3·j±�Á

©`±#­�©e¬�¦C½¢±�º:¬E»C½Å©e¨ÆÝ<«g±+¨`µ"Ä?¹C±+¼N¬L©g¸¢ÂE±Çº<³E«
byref < 0

á ¸À¨
¼E¸¢ÂE±�¹
¦QÃ

|f+min| =
∣∣ 2∆bk

1 + k(b+∆b)
yref

+
2(1 + bk)

1 + k(b+∆b)
ασ
∣∣

Ý ÎLà�á

¬�¹]·�©g°C±P¾2¸¢¹C¸¢¾�¬�½2¬�¾�µC½¢¸|©`»]·j±P³Eº�¬�½¢½	©`°]±×¹]±�¼N¬�©`¸¢ÂE±
º<¬E»C½|©g¨
Ý<«g±+¨`µ"Ä7µ£³Q¨¶¸|©`¸¢ÂE±�º<³E«

byref < 0
á ¸À¨�±�ÌjµC«`±#¨`¨`±+·

¦QÃ

|f−min| =
∣∣ 2∆bk

1 + k(b−∆b)
yref

+
2(1 + bk)

1 + k(b−∆b)
ασ
∣∣.

Ý Î#æNá

ç Ä Ö ÏªÐ§Ï Ö Ï Þ ¥z¯&Ï`Ò0ÐïÒ0ôPÔcÐ�ÕSú?Ñ�¯7¥cÏªÐc¯&Ïlú Þ
ú?ô�ô7ú&Õ/¯ Þ Ò0ÐâÑ1ú Þ ÏªÓ�Ô�¥c÷

Ïl¹�³E«e·j±�«?©`³2·j±�©`±+­�©S©g°C±0¨`¾�¬�½¢½|±#¨ª©/¾�¬�¼N¹C¸Å©g»]·j±cº:¬�»C½|©+Ëj¬
¾2±�©`°C³j·�¸À¨=·j±+ÂE±�½¢³Eµ£±+·	¸¢¹	©g°C¸À¨�¨¶±#­�©`¸¢³E¹	º<³N«=¾2¸¢¹C¸¢¾�¸|È+¸|¹]¼
»C¹]­�±+«¶©e¬�¸¢¹N©`¸¢±+¨S±�É£±#­�©g¨/³E¹�«`±#¨¶¸À·j»]¬E½9ÄQ¥1­�­�³E«e·j¸¢¹C¼	©`³�©`°C±
·j±�Ê]¹C¸|©`¸¢³E¹Ù³�ºS©g°C±�¹]³�Á_º:¬�»C½|©lÃ «g±+¨`¸¢·j»V¬�½z¸¢¹Ù¬ Ö Ä Ï�Ä Ö Ä}Ò
­�¬E¨`±

r|f=0 = |Υyref
+ (I −Υ)e|

²1°C±�«g±
Υ
¸¢¨Ù·j±�Ê]¹C±#·é¸|¹ Ý ßNá Ë	¸Å©P¬�µCµ£±#¬�«e¨ ©`°]¬�©×¬�¹

³Eµj©g¸|¾�¬�½S­g°C³N¸¢­�±�º<³E«�©`°]±�­�³E¹Q©`«g³E½¢½|±+«�¸À¨�©g°C±�³E¹C½¢Ã ²&¬#Ã
©`³�«g±+·j»V­�±0©`°]±�¾�¬E¼E¹C¸|©`»V·j±�³�º

r|f=0
Ä

Þ ¸|¹]­�±z©`°C±Z»C¹]­�±�«`©g¬E¸|¹Q©lÃ
∆B ü�ý9þ`ÿ ¦£±�½¢³E¹C¼Q¨£©g³ [−∆B;∆B] Ë¬�¨¶±�©Z³Eºr¾2³C·j±�½À¨Z­�¬E¹�¦V±c·j±�Ê]¹C±+·�¬N­�­�³N«g·j¸¢¹C¼0©`³	¬E½|½C©`°C±

µ]¬�«`©`¸À­�»C½À¬�«"ÂL¬�½¢»C±+¨G³Eº
∆B ü_ý_þ`ÿ . ¥×¨`±�© KT

³Eºj­�³N¹N©g«`³N½|½¢±�«e¨
¸¢¨&©`°C±+¹�·j±+¨g­�«g¸|¦£±#·�¦IÃ

KT = K +∆K
Ý Î#ßNá

²1¸Å©g°
K = Q−1

2 BTQ1
Ë
∆K = Q−1

2 ∆BT
c Q1

¬�¹]·
∆Bc ∈ [−∆B;∆B].¯&°C±	³Eµj©g¸¢¾�¬E½7­�³E¹Q©`«g³E½¢½¢±�«1¸À¨c­e°C³N¨`±�¹Ç¸¢¹�³N«g·j±+«1©`³�¾�¸|¹jÁ
¸|¾�¸¢È�±Ø©g°C±3¾�¬�Ìj¸|¾�¬�½�ÂL¬E½|»]±Ø³Eº

J
²1¸|©`° «`±#¨¶µ£±#­�©Æ©g³

∆B ü�ý9þ`ÿ

J =
1

2
[(y

ref
− y)TQ1(yref

− y) + uTQ2u]
Ý ù�	Ná

²1°C±�«g±
u = Kc(yref

− y)
¸¢¨�©`°C±
µC«g¬N­�©g¸¢­+¬�½/­�³N¹N©g«`³N½

½¢¬u²�Ä
¯&°C±�³Nµj©`¸¢¾�¬�½G­g°C³N¸¢­�±�³�º"©g°C±�­�³N¹N©`«g³E½¢½¢±�«#Ë

K∗
c ∈ KT

ËI¸À¨
©`°C±�¹�·C±�Ê]¹C±#·�¦IÃ

K∗

c = argmin
u

max
∆B ������� (J)

Ý ùCÎ#á

¬�¹]·�¸¢¾�µC½|¸¢±+¨&©g°C±	­�³N¾2µ]»j©g¬�©`¸¢³E¹
³�º
∆B∗

c

∆B∗

c = argmin
∆Bc

max
∆B ������� (J).

Ý ùNùEá

¯&°C±	«g±+¨`¸¢·C»]¬�½,±�Â�¬�½¢»]¬L©g¸|³N¹Ç¸¢¨c¦]¬E¨`±+·Ç³E¹Ç©g°C±�¹C±�²¿­�³E¹jÁ
©`«g³E½¢½|±+«

K∗
c

¬�¹]·�³N¹�©`°C±�©g°C«`±#¨¶°]³E½À·
Γ1

Γ1 = ∆B|u|+ ασ.
Ý ù�ìQá

¯&°C± «`±#¨¶³N½|»C©`¸¢³E¹3³Eº�Ý ùEùNá ¬E¹]·%©g°C± µ£±+«¶º<³N«`¾�¬E¹]­�±#¨�³�º
º<¬E»C½|©%·j±�©`±#­�©`¸¢³E¹ ¬E«`±x¹C³L² ¨¶©`»]·C¸|±#· º<³E«%¬ Þ Ä Ï�Ä Þ Ä�Ò�Ä
¨¶Ãj¨¶©`±�¾ Ý Î
	Ná Ä�ô]³E«ã¬�½¢½2»C¹]­�±�«`©g¬�¸¢¹N©g¸¢±+¨Æ¦£±�½¢³E¹C¼N¸|¹]¼x©`³



[−∆b;∆b]
¬�¹]·Ü²1¸Å©g°

0 < ∆b < |b|
Ë/©g°C±ã­�³E¹N©g«`³N½

­�«g¸|©`±�«g¸¢³E¹�¸À¨&¼N¸|ÂE±+¹�¦IÃ

∆b∗c = argmin
∆bc

max
∆b ������� (J)

Ý ùLçIá

²1°C±+«`±
J =

1

2
[(yref−y)

2q1+u
2q2]
Ä#Ï�©=­+¬�¹	¦£±?µC«`³LÂE±+·

©`°V¬L©�©g°C±×¨`³E½¢»j©`¸¢³N¹�³�ºÇÝ ùLçIá «g±+¨`»C½|©g¨Ç¸¢¹¿¬ê·j¸¢¬E¼E¹C³Q¨¶¸À¨
¸¢¾2µ]«`³LÂE±�¾�±�¹Q©+Ä
¯&°C± µ£±�«`º<³E«g¾�¬�¹]­�±�¸¢¹]·j±�Ì

J
¸À¨�¾�³E¹C³E©`³N¹C±�²1¸Å©g°x«g±�Á

¨`µ£±+­�©�©g³ÜÝ<²�Ä «+Ä ©#Ä á
∆b ü_ý_þ`ÿ º<³E«�¬ÛÊ]ÌI±#· ∆bc.

Þ ³]ËZ©g°C±
¾�¬LÌj¸¢¾�¬E½/ÂL¬E½|»]±�³�º

J
²�Ä «+Ä ©+Ä

∆b ü�ý9þ`ÿ ¸À¨�³N¦j©g¬E¸|¹]±+·Ùº<³N«
∆b ü�ý9þ`ÿ = −sign(b)∆b. Ïl¹Ç©`°]±�¨`¬E¾�±�²/¬#ÃNËj©g°C±	¾�¸¢¹C¸ÅÁ¾�¬�½rÂL¬�½¢»C±�³�º"©g°C¸¢¨/¾�¬LÌj¸¢¾�¬�½£ÂL¬E½|»C±�³�º

J
²�Ä «+Ä ©#Ä

∆bc
¸¢¨

¼E¸¢ÂE±�¹�º<³E«
∆bc = −sign(b)∆b

Ä
Þ ¸¢¹]­�±NË"©g°C±�¹]³�Á_º<¬E»C½|©lÃÆ«g±+¨`¸À·j»]¬�½?¬E¾�µC½|¸|©g»]·j±�¸¢¹]­�«`±#¬E¨`±+¨
²�Ä «+Ä ©+Ä

kc

r=

∣∣∣∣
∆b ü�ý9þ`ÿ kc

1+kc(b+∆b ü�ý9þ`ÿ )yref+(1−
∆b ü�ý9þ`ÿ kc

1+kc(b+∆b ü�ý9þ`ÿ ) )e
∣∣∣∣ .

Ï�©�­�¬E¹ã¦£±�¹C³�©g¸¢­�±+·Û©`°]¬�©	©`°C±�«g±+¨`¸À·j»]¬�½Z¼N±�¹C±�«e¬L©g¸¢³E¹Û¸¢¨
¬E­�©`»]¬E½|½¢ÃÙ³Nµj©`¸¢¾�¬�½&º<³E«

∆bc = −sign(b)∆b
Ý
|k∗c | <

|kc|
á Ä

¯&°C±�³Eµj©g¸|¾�¬E½Z­�³N¹N©g«`³N½|½¢±�«
k∗c
¸À¨�©`°C±+¹Ù·j±�Ê]¹C±#·Û¦QÃ�©g°C±

º<³E½¢½¢³u²1¸¢¹C¼�±�ÌjµC«g±+¨g¨¶¸¢³E¹

k∗c =
q1(b− sign(b)∆b)

q2

Ý ù � á
Ñ1±�º<±�«`«g¸¢¹C¼1©`³§©g°C±?µ]«`±+ÂQ¸¢³E»V¨,¨¶±#­�©`¸¢³E¹,Ë�©g°C±S¾2¸¢¹C¸¢¾�¬�½I¬�¾2Á
µC½¢¸Å©g»]·j±?³EºIµ£³Q¨¶¸|©`¸¢ÂE±?·j±�©g±+­�©e¬�¦C½¢±zº:¬E»C½|©g¨SÝ<«g±+¨`µ"Ä�¹C±�¼Q¬L©g¸|ÂE±
º<³E«

byref < 0
á ¸À¨&¼N¸|ÂE±+¹�¦IÃ

|f+min| =
∣∣ 2∆bk∗c
1 + k∗c (b+∆b)

yref

+
2(1 + bk∗c )

1 + k∗c (b+∆b)
ασ
∣∣.

Ý ù�åQá

¬�¹V·�©g°C±§¾�¸¢¹C¸¢¾�¬E½V¬E¾�µC½|¸|©`»V·j±§³Eºr¹]±�¼N¬�©`¸¢ÂE±§·j±�©g±+­�©g¬�¦]½|±
º:¬�»]½Å©e¨�Ý:«g±+¨¶µ,Ä7µ£³N¨`¸|©`¸¢ÂE±�º�³N«

byref < 0
á ¸¢¨�±�ÌjµC«g±+¨g¨¶±#·

¦QÃ

|f−min| =
∣∣ 2∆bk∗c
1 + k∗c (b−∆b)

yref

+
2(1 + bk∗c )

1 + k∗c (b−∆b)
ασ
∣∣.

Ý ùNàEá

¯&°C±#¨¶±Û¬�¾�µC½¢¸Å©g»]·j±+¨Ç¬�«g±�½¢³L²S±�«�©`°V¬�¹éÝ ÎLà�á ¬E¹]·*Ý Î+æQá
¨`¸|¹]­�±

|k∗c | < |k|
¬E¹]·

∆b < |b|.

�CÄ&¥1Ô�î Ö ú?Ðc¯&úSÓ Õ/Ñ1Ïª¯&ú?Ñ§Ï`Ò0Ð

Ïl¹ ©`°C± µC«g±�ÂI¸|³N»]¨ó¨¶±#­�©`¸¢³E¹,Ë�©g°C± ·j¸À¬�¼N¹C³N¨`¸À¨xµ£±�«`º<³E«`Á
¾�¬�¹]­�±+¨/°V¬#ÂE±0¦£±�±+¹
¸|¾�µC«g³uÂE±#·�¦IÃ�¬cèª»]·C¸¢­�¸|³N»]¨1­g°C³N¸¢­�±
³�º=¬�­�³E¹N©g«`³N½¢½|±+«/¬�¾�³E¹]¼�¬2¨¶±�©+Äj¯&°C¸À¨&­�³N¹N©g«`³N½|½¢±�«S«g±�µ]«`±�Á
¨`±�¹N©e¨�©`°C±1³Nµj©`¸¢¾�¬�½]¨¶³N½¢»j©`¸¢³E¹�º<³E«z©`°C±§­�³E¹Q©`«g³E½C­�«g¸Å©g±�«g¸|³N¹
Ý ùCÎ#á Ä ò ³u²S±+ÂE±�«#Ëj¸|¹Ç³N«g·j±+«/©g³�«g±�õ]±#­�©1©`°C±�¸¢¹N©g±�«e¬E­�©`¸¢³E¹]¨
¦£±�©ª²S±+±�¹Ù©g°C±�­�³E¹Q©`«g³E½S¬E¹]·ã©`°C±
·j¸À¬�¼E¹]³N¨`¸¢¨+ËG©g°C±�º:¬�»C½|©
·j±�©`±+­�©`¸¢³E¹
¼N³N¬�½À¨/­+¬�¹
¦£±�¸¢¹N©`±+¼E«e¬L©g±+·�¸|¹Q©`³�©`°C±	­�³E¹Q©`«g³E½
½À¬#²ï¨¶ÃI¹N©g°C±+¨`¸À¨�Är¯&°C±�º<³E½¢½|³L²1¸|¹]¼�¬�»C¼N¾�±�¹N©g±+· ­�«g¸Å©g±�«g¸|³N¹
¸À¨&µC«g³Eµ£³Q¨¶±#·

J̃ = J +Φd

Ý ù�æQá

²1°C±�«g±Ù©`°C±%­�«g¸Å©g±�«g¸|³N¹
J
¸À¨ ·C±�Ê]¹C±#·¿¦QÃ Ý�� á Ë

Φd =
(y − ŷ − ∆Bcu)

TQ3(y − ŷ − ∆Bcu)
¬�¹]·

Q3
¸À¨

¬Ü²S±+¸|¼N°N©`¸¢¹C¼�¾�¬L©`«g¸|ÌGÄ Þ ¸¢¹]­�±%©`°C±ê¨¶¸¢¾�»C½À¬L©g¸|³N¹ï±�«g«g³E«
²1¸Å©g°C³E»j©	¹C³E¸À¨`±2¸¢¨�¼N¸|ÂE±+¹Æ¦QÃ

y − ŷ = ∆B ü�ý9þ`ÿ u Ë ∆Bc¸¢¨=¹C³L²×±�ÌC­�½¢»]¨`¸|ÂE±+½|Ã�·j±#·j¸À­�¬L©g±+·	©`³0¾�¸|¹C¸¢¾�¸|È+±/¹C³EÁ9º:¬�»]½Å©ªÃ
«`±+¨`¸À·j»]¬�½I¾�¬�¼N¹C¸Å©g»]·j±EÄ�¯&°C±�¹,Ëu©`°C±&µC«g³E¦C½¢±�¾*­�³E¹]¨`¸À¨ª©e¨7¸¢¹
Ê]¹]·j¸¢¹C¼�©`°C±�ÂE±+­�©`³N«

u = K1(yref
− ŷ) +K2(y − ŷ)

Ý ù�ßQá
¾2¸¢¹C¸¢¾�¸|È+¸|¹C¼�©g°C±�µ£±�«`º<³E«g¾�¬E¹]­�±0¸¢¹]·j±�Ì�¼E¸¢ÂE±�¹
¦QÃ

J̃ =
1

2
[(y

ref
− ŷ)TQ1(yref

− ŷ) + uTQ2u

+ (y − ŷ −∆Bcu)
TQ3(y − ŷ −∆Bcu)].

Ý ì�	Ná

¯&°C±�©`«e¬E·j±�Á_³EÉ%¦£±�©ª²S±�±+¹×©g°C±
­�³E¹N©g«`³N½/¬�¹]·Ù©g°C±
·j¸À¬�¼EÁ
¹C³N¨`¸¢¨0¸¢¨�¬E­e°C¸¢±�ÂE±+· ¦QÃ ¬�¹Û¬�µCµC«g³Eµ]«`¸À¬L©g±�­g°]³E¸À­�±2³�º?©`°C±
²S±�¸¢¼E°N©g¸¢¹C¼�¾�¬L©`«g¸À­�±+¨+Ä
¯&°C±�¹"ËC»]¨`¸¢¹C¼2©`°C±�º<³N½|½¢³L²1¸|¹C¼�¨¶©`«g»]­�©g»C«`±#¨/³Eº

K1
Ë
K2

{
K1 = D−1N1
K2 = D−1N2

Ý ì]Î#á

©`°C±	¨`³E½¢»j©`¸¢³E¹ãÝ ùEßNá ³Eº7©`°C±	­�«`¸|©`±+«`¸¢³E¹ÛÝ ì�	Ná ¸À¨1¼E¸¢ÂE±�¹
¦QÃ

K1 = (Q2 + (B
T +∆BT

c )Q3∆Bc)
−1BTQ1

Ý ìQùEá

K2 = (Q2 + (B
T +∆BT

c )Q3∆Bc)
−1(BT

+∆BT
c )Q3.

Ý ìNìNá

Ñ1±�º<±�«g«g¸|¹C¼¿©`³*©`°C±ÜµC«g±�ÂI¸¢³E»]¨×¨`±+­�©`¸¢³E¹"Ë�©`°C±Ü³EµC©`¸¢¾�¬�½
µ]¬�«e¬�¾�±�©g±�«

∆B∗
c

¸¢¨§·j±�©g±�«g¾2¸¢¹C±#·�¦IÃ�¨`³E½¢ÂI¸¢¹C¼

∆B∗

c = argmin
∆Bc

max
∆B ������� (J)

Ý ìEçQá

²1°C±�«g±

J =
1

2
[(y

ref
−y)TQ1(yref

− y) + uTQ2u

+ (y − ŷ)TQ3(y − ŷ)]

Ý ì � á

¬�¹]·
u
«g±�µ]«`±+¨`±�¹Q©g¨/©`°C±�µC«e¬E­�©`¸À­�¬E½G­�³N¹N©`«g³E½G½À¬#²

u = K1(yref
− y) +K2(y − ŷ).

Ý ìEåQá
¯&°C±0©g°C«`±#¨¶°]³E½À·

Γ1
­+¬�¹
¦£±	­�³E¾�µC»j©g±+·Ç¬E¨/º<³N½|½¢³u²§¨

Γ1 = ∆B|u|+ ασ.
Ý ìQàEá

¯&°C±&«`±#¨¶³N½|»j©g¸|³N¹�³�º�Ý ìEçQá ¸À¨z¨ª©g»]·j¸¢±+·�º<³N«z¬ Þ Ä Ï�Ä Þ Ä�Ò�Ä�¨¶Ãj¨¶Á
©`±�¾'Ý Î
	Ná ÄCÏl¹�©g°C¸¢¨§­+¬E¨`±EËI©`°]±�µ]«`³N¦C½|±+¾ Ý ì�çQá ¦£±#­�³E¾�±#¨

∆b∗c = argmin
∆bc

max
∆b ������� (J)

Ý ìNæNá

²1¸Å©g°

J =
1

2
[(yref − y)2q1 + u2q2 + (y − ŷ)2q3].

Ý ìNßNá
Þ ¸|¹]­�±Ù©`°]±P­�«g¸Å©g±�«g¸|³N¹ Ý ìEßNá ¸¢¨�¹]³�© ¾�³E¹C³E©`³E¹]±ã²�Ä «#Ä ©#Ä
∆bc

¬E¹]·
∆b ü�ý9þ`ÿ ËV©g°C±2¨`³E½¢»j©`¸¢³E¹�©g³ÆÝ ìEæNá ¸¢¨0­�³N¾�µC»j©`±#·¦QÃ�¾�±#¬�¹]¨§³�º�©`°]±�º<³N½|½¢³u²1¸¢¹C¼�¬E½|¼N³E«g¸Å©g°C¾í¬�µ]µC«`³Q¬E­e°"ÄjÏ�©

­�³E¹]¨`¸À¨ª©e¨7º<³N«�±#¬E­e°
∆bc ∈ [−∆b;∆b]

¸|¹�¨¶±#¬�«e­g°C¸¢¹C¼�©`°C±
¾�¬�Ìj¸|¾�»C¾�³�º

J
²�Ä «+Ä ©#Ä

∆b ü�ý_þ`ÿ ÄZ¯&°C±+¹"Ë�©g°C±�¨`³E½¢»j©g¸|³N¹
∆b∗c

Ý ìNæNá ¸¢¨0©g°C±�³Nµj©`¸¢¾�¬�½zÂL¬E½|»]±�©`°V¬L©�¼N±�¹C±+«g¬�©`±+¨�©`°C±
¾2¸¢¹C¸¢¾�¬�½"ÂL¬E½|»C±�³Eº7©`°C±#¨¶±�¾�¬LÌj¸|¾�¬]Ä
ÕS³E¹N©g«`³N½7¬�¹V·
º:¬E»C½|©0·j±�©`±#­�©`¸¢³E¹ µ£±�«`º�³N«`¾�¬E¹]­�±#¨§¬�«g±	±�ÌIÁ
¬�¾�¸|¹]±+·�¸¢¹�©g°C±cº<³E½¢½|³L²1¸|¹]¼�¨`±+­�©g¸|³N¹�©`°C«g³E»C¼N°�¬�¹�±�Ìj¬E¾2Á
µC½|±�³�º�¬ Þ Ä Ï�Ä Þ Ä�Ò�ÄC¨`Ãj¨ª©g±�¾ÇÄ



å Ä Þ Ï Ö Ôc÷7¥z¯&Ï`Ò0ÐâúZû�¥ Ö�� ÷,ú

¯&°C±/µC»C«`µ£³Q¨¶±S³�ºC©`°]¸¢¨�¨`±+­�©g¸|³N¹	¸À¨,©g³0­�³N¾�µ]¬�«g±EË�©g°C«`³N»C¼E°
©`°]±Ç¨¶¸¢¾�»C½À¬L©g¸|³N¹P³�º�¬ Þ Ä Ï�Ä Þ Ä�Ò�Äz¨¶Ãj¨¶©`±�¾ÇËz­�³N¹N©`«g³E½&¬�¹V·
º:¬�»]½Å©é·j±�©g±+­�©g¸|³N¹�µ£±�«`º<³E«g¾�¬�¹]­�±+¨�³N¦j©g¬E¸|¹C±#· ¦IÃ ©g°C±
¾�±�©g°C³j·C¨§·j±�ÂE±+½|³Nµ£±+·�¸|¹
©`°]¸¢¨§¬E«¶©g¸¢­�½|±NÄ
ô]³E«S©g°C±�¨g¬�´E±�³Eº7¨`¸|¾�µC½¢¸À­�¸|©lÃNËQ©g°C±0¾�±�©`°C³j·]¨&·j±�ÂE±+½|³Nµ£±+·
¸¢¹�¨`±+­�©`¸¢³E¹]¨

3
Ë
4
¬�¹]·

5
¬E«`±�­�¬�½¢½¢±+·Ç¾�±�©`°C³C·

1
Ë
2
¬�¹]·

3
«g±+¨`µ£±+­�©`¸¢ÂE±�½¢ÃEÄrÏl¹Æ©g°C¸À¨�±�ÌC¬E¾2µ]½|±NË£©g°C±�Â�¬�½¢»C±+¨0³Eº?©g°C±
¨`ÃI¨¶©`±+¾ µ]¬�«e¬�¾�±�©`±�«e¨PÝ Î
	Ná ¬�«g±

b = 6
Ë
∆b = 4.5¬�¹V·

yref = 1.
¯&°]±2µ]¬�«`©`¸À­�»C½À¬�«�­e°C³E¸À­�±�³Eº?²/±�¸¢¼E°N©g¸|¹]¼

­�³j±�ð�­�¸¢±�¹N©e¨+Ë
q1 = 6

¬�¹V·
q2 = 2

Ë�±�¹]¨`»C«g±+¨�¬Æ¨`¾�¬E½|½
¨¶©g¬L©g¸¢­�±�«g«g³E«+Ä"¯&°]±�¨ª©e¬�¹]·C¬E«g·ã·j±�ÂI¸À¬L©g¸|³N¹ã³�º/©g°C±�¾�±+¬�Á
¨`»C«`±+¾�±�¹N©�¹C³E¸À¨`±�¸À¨�±+ñQ»]¬�½�©`³

0.025
Ä"¥éº:¬E»C½Å©	·C±�Ê]¹C±#·

¦QÃxÝ ùQà�á ¬E¹]·Ù±#ñN»V¬�½?©g³
−5.7677

Ë=³C­�­�»]«g¨�¬L©�¨`¬E¾�µC½|±
1803

Ä§¯&°]±Û©`¸¢¾2±Ù±�ÂE³N½|»C©`¸¢³E¹ó³�º2«`±#¨¶¸À·j»]¬E½9Ë&©`°C«g±+¨`°C³E½À·
¬�¹V·
³N»j©`µ]»j©�¸¢¨c·C±�µC¸À­�©g±+·�³E¹ÇÊ]¼E»C«g±+¨ ì ©g³��jÄVô]³E«1©g°C¸À¨
¨`¸|¾�»C½À¬L©g¸|³N¹"ËI©g°C±�ÂL¬E½|»]±0³Eº7©`°C±�©g¸|¾�±�Á_Â�¬�«g¸¢¬E¹N©&µ]¬E«g¬E¾2±�Á
©`±+«

∆b ü_ý_þ`ÿ ·j±+­�«`±#¬E¨`±+¨"º<«g³E¾ ∆b ©g³ −∆b ¸|¹�©g¸¢¾2±&¸¢¹N©`±+«¶ÁÂL¬E½¢¨
[0; 901]

¬E¹]·
[1803; 2703]

ÄrÒ�¹�©g°C±	­�³E¹N©g«g¬E«`ÃNËI¸|©g¨
ÂL¬E½|»]±�¸|¹]­�«`±#¬E¨`±+¨/º<«g³E¾

−∆b
©`³
∆b
¸|¹Ç©g¸|¾�±	¸¢¹N©g±�«gÂL¬E½¢¨

[902; 1802]
¬E¹]·

[2704; 3604].
Ñ1±�º<±+«`«g¸¢¹C¼c©g³0Ê]¼E»C«g±+¨ ì Ë

¸|©�­�¬E¹ã¦£±�¹C³E©`±+·Û©g°]¬L©�¾�±�©`°C³j·
2
¸|¾�µC«g³uÂE±#¨�©`°C±�·j±�Á

©`±#­�©g¸|³N¹Æµ£±�«`º<³E«g¾�¬�¹]­�±+¨0¨`¸|¹V­�±�©g°C±�«g±+¨`¸¢·j»V¬�½�¸¢¨�¬�½¢²/¬uÃj¨
°C¸¢¼E°C±+«=©g°]¬�¹�©`°]±/©`°]«`±#¨¶°C³N½¢·

Γ1
¬�º�©`±�«�©g°C±/º:¬E»C½Å©Z³j­�­�»C«`Á

«g±�¹]­�±=º<³N«,¬�½¢½L©g°C±Zµ]¬E«¶©g¸¢­�»C½¢¬E«GÂL¬E½|»]±+¨G³�º
∆b ü�ý9þ`ÿ . ô=¸¢¼E»C«g±+¨ç ¨¶°C³L²%©`°]±�­�¬Eµ]¬E­�¸Å©ªÃ�³Eºr©g°C±0¬�»C¼N¾2±+¹N©g±+·�­�«`¸|©g±�«`¸¢³N¹2©`³

©g¬E´E±Z©`°C±?º:¬�»]½Å©�·j±�©`±+­�©`¸¢³E¹	µ£±+«¶º<³N«`¾�¬�¹V­�±+¨"¸¢¹N©`³0¬E­+­�³E»]¹N©
¬E­+­�³N«g·j¸¢¹C¼Ù©g³%¬�¹ó¬�µ]µC«`³NµC«g¸¢¬L©g± ­e°C³E¸À­�±Æ³�º

q3.
¥c¨
¸|©

­�¬E¹P¦£±Ç¹C³�©g¸¢­�±+·P¸¢¹PÊ]¼N»C«`±#¨��jË=©g°C±Ç¸|¾�µC«g³uÂE±+¾�±�¹N©�³Eº
º:¬�»]½Å©z·j±�©`±+­�©`¸¢³E¹�µ£±�«`º<³E«g¾�¬E¹]­�±#¨,¸|¾�µC½¢¸|±#¨�¬�¹�¸¢¹]­�«g±+¬N¨¶¸¢¹C¼
³�º�¨¶©g¬�©`¸À­�±+«`«g³E«e¨�Ä Ö ³E«g±�³uÂN±�«+Ë7©g°C±�­�³E¹Q©`«g³E½1¬E¹]·Pº:¬�»C½|©
·j±�©`±+­�©`¸¢³E¹�µ£±+«¶º<³N«`¾�¬�¹V­�±+¨,³E¦j©e¬�¸¢¹C±+·	¦QÃ�¾�±�©g°C³j·

3
¬�¹V·

¦QÃ�¾�±�©g°C³j·
1
¬E«`±§¨¶¸¢¾�¸|½À¬�«Z²1°C±�¹

q3 = 0
ËE¨`¸¢¹]­�±1¸¢¹2©g°C¸À¨

­�¬N¨¶±
J̃ = J.

à ÄcÕ1Ò0Ð�Õ/÷,Ô Þ Ï`Ò0Ð

Ïl¹ ©g°C¸¢¨�µ]¬Eµ£±�«#Ër¬�èª³E¸¢¹N©	­�³E¹N©g«`³N½�¬�¹V· ·C¸¢¬E¼E¹C³Q¨¶¸À¨�¬E½|¼N³�Á
«g¸Å©g°C¾ ·j±+¨`¸|¼N¹�¸À¨ZµC«g³Eµ£³Q¨¶±#·GÄ�Ï�©Z©e¬�´E±#¨�©g°C±§¸¢¹N©g±�«e¬E­�©`¸¢³E¹]¨
¦£±�©ª²S±+±�¹â©`°C±P­�³N¹N©g«`³N½	¬�¹V·ó©`°C±P·j¸À¬�¼N¹C³N¨`¸À¨
¸¢¹N©g³x¬N­�Á
­�³N»C¹N©#Ä�¯&°C±�Ê]«g¨¶©�¬�µCµC«g³N¬N­g°×­�³E¹]¨`¸À¨ª©e¨�¸|¹%­g°C³j³N¨`¸|¹C¼Æ¬
­�³N¹N©g«`³N½|½¢±�«2¬E¾�³E¹C¼Û¬�¹Ø¬�Á_µC«g¸¢³E«g¸S¨`±�©#Äz¯&°C¸À¨�­�³N¹N©`«g³E½¢½¢±�«
¸À¨�­�³E¾�µC»j©g±+· ¦IÃ�¾�±+¬E¹]¨0³�ºZ©g°C±2³Nµj©`¸¢¾�¬�½z¨`³E½¢»j©`¸¢³E¹ ³Eº
¬×µ£±+«¶º<³E«g¾�¬�¹]­�± ­�«g¸Å©g±�«g¸|³N¹"ËS²1°C¸¢­e°x©g¬E´E±+¨�©`°]±Æ¾�³j·j±�½
»C¹]­�±�«`©g¬E¸|¹Q©`¸¢±+¨�¸|¹Q©`³Ü¬E­�­�³E»C¹Q©+Äc¯&°C±×¨`¾�¬�½¢½|±#¨ª© ¬�¾�µC½¢¸ÅÁ
©`»V·j±2³�ºS¬E½|½=©`°C±�·j±�©`±#­�©g¬E¦C½¢±�º:¬�»]½Å©�¸À¨�½¢³L²S±�«0²1¸Å©g°�©g°C¸À¨
¾�±�©g°C³j·�©`°]¬E¹�²1°]±�¹�©`°C±�­�³E¹Q©`«g³E½£½¢¬u²Ü·j±�«g¸¢ÂE±+¨?º<«g³E¾ ¬
©`«e¬E·C¸Å©g¸|³N¹]¬�½S÷?Ä ø Ä=­�«g¸|©`±�«g¸¢³E¹"Ä,Ïl¹Ù©g°C±�¨g¬�¾�±�©g¸|¾�±EË7©g°C±
­�³N¹N©g«`³N½r¦£±+­�³E¾�±+¨&½¢±+¨g¨&±�ð�­�¸¢±�¹Q©+Ä
¯&°C±�¨¶±#­�³E¹]·�¬�µ]µC«`³Q¬E­e°�µC«g³Eµ£³Q¨¶±#¨S¬�¹
¬E»C¼E¾�±�¹Q©`±+·�­�«`¸|Á
©`±+«`¸¢³E¹2­�³E¾�¦C¸¢¹C¸¢¹C¼�­�³N¹N©g«`³N½I¬E¹]·�·j¸À¬�¼N¹C³N¨`¸¢¨7³N¦jèª±+­�©g¸|ÂE±#¨�Ä
¯&°C±&ÂL¬E«`¸¢³E»V¨=­�³E¾�µC«g³E¾�¸À¨¶±#¨7¦£±�©ª²S±�±+¹�©`°C±§­�³E¹Q©`«g³E½j¬�¹V·
©`°]±Ç·j¸À¬�¼N¹C³N¨`¸¢¨2¬�«g±�©`°C±+¹%­+¬�«g«`¸¢±+·Ù³N»j©�¦QÃP¬Æ¨`»C¸|©g¬E¦C½|±
­e°C³E¸À­�±�³�º7©g°C±�²S±+¸|¼N°N©`¸¢¹C¼�¾�¬L©g«`¸À­�±#¨�Ä

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
0

5

10

15

20

25

samples

2640 2660 2680 2700 2720 2740 2760

2.6

2.8

3

3.2

3.4

3.6

samples

residual r

threshold 1Γ

���������������! 
1

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
0

5

10

15

20

25

samples

2670 2680 2690 2700 2710 2720 2730 2740
2.75

2.8

2.85

2.9

2.95

3

3.05

3.1

3.15

3.2

samples

�#"$�����%�����! 
2

ô7¸¢¼]Ä ì ÄC¾�¬E¼E¹C¸|©`»V·j±+¨&³Eº=«`±#¨¶¸À·j»]¬E½G¬E¹]·�©`°]«`±#¨¶°C³N½¢·
Γ1

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
0

5

10

15

20

25

samples

2660 2680 2700 2720 2740 2760

2.8

2.9

3

3.1

3.2

3.3

samples

�#���
q3 = 0.01

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
0

2

4

6

8

10

12

samples

�&"'�
q3 = 1

ô7¸¢¼]Ä ç Ä�¾�¬�¼N¹C¸|©`»]·j±#¨2³�º�«g±+¨`¸¢·C»]¬�½1¬�¹]·×©g°C«`±#¨¶°]³E½À·
Γ1Ý<¾�±�©g°C³j·

3
á

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

samples

method 1

method 2

�#�������������! �(
1
�*)� 

2

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
-4

-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

samples

q3=0.01

q3=1

�#"$�����%�����! 
3

ô7¸¢¼]Ä+�jÄC³E»j©gµC»j©
y
æ Ä1¥ �,� ú?Ð�Ó�Ïlû

¯7¬E¦C½|±
1
µC«g±+¨`±�¹Q©g¨+Ëj¸|¹�¬2¹C³�Á�¹C³N¸¢¨`Ã�­�³N¹N©g±�ÌI©+Ëj©`°C±�¾�¸¢¹C¸ÅÁ

¾�¬E½]¬E¾2µ]½|¸|©`»]·C±§³�ºrµ£³Q¨¶¸|©`¸¢ÂE±§¬�¹]·2¹]±�¼N¬�©`¸¢ÂE±1·C±�©`±#­�©e¬�¦C½¢±
º<¬E»C½|©g¨S³N¦j©g¬E¸|¹C±#·�¬E­+­�³E«e·j¸¢¹C¼�©`³	©g°C±0·j±�©`±+­�©`¸¢³E¹�©`°]«`±+¨`°jÁ
³E½À·C¨

Γ1
¬�¹]·

Γ2
Ä�¯&°C±+¨`±)¬�¾�µC½¢¸Å©g»]·j±+¨*¬�«g±é¼N¸|ÂE±+¹

¦QÃ
max f |r=Γ1

¬�¹]·
max f |r=Γ2

º<³N«�¬�½¢½
∆b ü_ý_þ`ÿ ∈

[−∆b;∆b]
ÄC¯&°C±�«g±+¨`¸¢·C»]¬�½r¸¢¹�©`°C±�µ]«`±#¨¶±+¹]­�±0³�º�¬�º:¬�»]½Å©

¸¢¨§·j±�Ê]¹]±+·
¦QÃ

r =

∣∣∣∣
∆b ü�ý9þ`ÿ k
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o�[;: Ä � ³E½_Ä ì ÄjµCµ"Ä ç]ÎEÎ�<Qç]Î+å ÄäQ¬E­�³N¦]¨`³E¹"Ë/Õ�Ä ¥�Ä/¬�¹V·ÜÕ�Ä Ð	Ä/Ðc±�©`©ÛÝ Î#ßEß]Î#á ÄS¥§¹x¸¢¹N©g±�Á
¼N«g¬�©`±#·Ù¬EµCµC«g³N¬N­g°ã©g³Û­�³N¹N©`«g³E½À¨�¬�¹V·P·j¸¢¬E¼E¹C³Q¨ª©g¸¢­+¨
»V¨¶¸¢¹C¼â©`°C±êº<³E»]«×µ]¬�«e¬�¾�±�©`±�«×­�³N¹N©g«`³N½|½¢±�«#Ä 86=,=,=
XZk�[]\_^¶k��"vVsu��\�Y�m��?>+> Ë ùNù
<jùEæ Ä

Í ¸¢½¢¨`¼N¬N¬�«g·GË Þ Ä¢Ë Ö Ä ÷ZÄ3Ñc¬�¹C´rË ò Ä3Ðc¸¢±�¾�¬�¹C¹ ¬�¹V·
äVÄ Þ ©g³E»]¨¶©`«g»CµóÝ Î#ßEßEåQá Ä Þ ¸¢¾�»C½|©g¬�¹]±�³E»V¨2·j±+¨`¸¢¼E¹×³Eº
­�³E¹N©g«g³E½¢½|±+«%¬�¹]· º:¬�»]½Å©x·j±�©g±+­�©`³E«#Ä�Ïl¹"® �/^`k+d#yÆkª¤
XZyA@2y_XZy*B �I� t2C�k�DeY�tFEjn � nL[ ÄCµCµ,Ä åNùEæ�<IåNù�ß Ä

Ö »C«e¬E·"Ë�î2Ä ¥�Ä|Ë�Ï�Ä � ³N¨¶©`½¢±�©g°Q²/¬E¸Å©g± ¬�¹V· Ó§Á�ë¿Ä î0»
Ý Î+ßNßEåNá Ä�¥ «`³N¦C»]¨¶©×·j±+¨`¸¢¼E¹ ¬EµCµC«g³N¬E­e°ï©`³¿¸¢¹N©g±�Á
¼N«g¬�©`±#· ­�³E¹Q©`«g³E½À¨x¬�¹V· ·j¸¢¬E¼E¹C³Q¨ª©g¸À­�¨�Ä�Ïl¹"® �/^`k+d#y
k¶¤HG2k�^��|a%XZkL[I:E^`Y��g��8g�jh�XJB �I� t�vrn�[×�G^`nL[rd�oÀ��dekut
wzy|vry�h�y ÄCµCµ"Ä Î#ßEß$<jù'	�ç Ä

Ð§±�©¶©#Ë�Õ�Ä Ð�Ä|Ë�Õ�Ä ¥�ÄuäN¬N­�³N¦]¨¶³N¹�¬�¹V·	¥	Ä ¯�Ä Ö ¸¢½¢½|±+«/Ý Î+ßEæNæNá Ä
¥c¹�¸¢¹N©`±+¼E«e¬L©g±+·�¬�µCµC«g³N¬N­g°�©`³2­�³N¹N©g«`³N½¢¨S¬�¹]·�·j¸À¬�¼�Á
¹]³N¨¶©`¸À­�¨c®N©g°C±

4
Á_µ]¬E«g¬E¾�±�©`±+«S­�³E¹Q©`«g³E½¢½|±+«+ÄEÏl¹,® �/^`k+d#y

k¶¤ch�y_XZy_Xzy*B �N� ÄVµCµ"Ä æQùLç'<IæEì �IÄ
Ð§¸¢±�¾�¬E¹C¹"Ë ò Ä�¬E¹]· äVÄ Þ ©g³E»]¨¶©`«g»Cµ Ý Î+ßEßIà�á Ä�Ñ1³E¦C»V¨ª©

º:¬E»C½|©�·j±+­�©`±#­�©`¸¢³E¹�¸¢¹Ç³Nµ£±�¹�½|³I³Nµ
Âj¨+Ä]­�½|³Q¨¶±#·�½¢³I³Nµ"Ä
Ïl¹,® �/^`k+d#y,kª¤	XZyA@�y_XJB �]~ t7vGnL[�@	o:YK:NkLtSXZnL��o ¤�k�^�[Vo:nLt
wzy|vry�h�y ÄCµCµ"Ä çNçNßNå�<QçEçEßQà Ä

Þ ©g³E»]¨¶©`«g»Cµ"Ë�äVÄ|Ë Ö Ä äVÄ�î0«`¸¢¾�¦C½¢±¿¬E¹]· ò Ä�Ðc¸¢±�¾�¬�¹C¹
Ý Î+ßNßQà�á Ä×Ó�±+¨`¸|¼N¹ ³�º¿¸|¹Q©`±+¼E«e¬L©`±#·-¨`Ãj¨ª©g±�¾�¨ º<³N«
©g°C±�­�³E¹Q©`«g³E½z¬�¹V·Æ·j±�©`±#­�©`¸¢³E¹Û³Eº/¬N­�©g»]¬L©g³E«�LL¨¶±�¹V¨¶³E«
º:¬E»C½|©g¨+Ä vGY�[C��kL^cbcY��#o:Y�MN>PO Ë Î+ìNæ�<£Î�çNß Ä

Þ »CÈ+»C´I¸9ËS¯�ÄS¬E¹]· Ö ÄS¯7³E¾�¸|È+»C´L¬êÝ Î+ßNßEßQá ÄZäN³E¸¢¹N©�¨`ÃI¹jÁ
©g°C±+¨`¸À¨�³�º§º:¬�»C½|©�·C±�©`±#­�©g³E«�¬�¹]·P­�³N¹N©g«`³N½|½¢±�«�¦]¬E¨`±+·
³N¹�¨ª©g«`»]­�©`»C«g±§³�ºr©l²/³�Ál·j±�¼N«`±+±�Á_³�º�Á_º<«`±+±+·j³E¾é­�³E¹Q©`«g³E½
¨`Ãj¨ª©g±�¾ÇÄ�Ïl¹"® �/^`k+d#y,kª¤	XZyA@�y_XZy*B �E� t,�ZfCk#Y�[VoÅ�EtGh�^�o��
Q k�[£nut	w�y|vGy�h	y Ä]µCµ"Ä ì � ßEß$<Iì�å�	�ç Ä

¯?ÃI½¢±�«#Ë Ö Ä ÷ZÄ,¬�¹V· Ö Ä Ö ³N«g¬E«`¸1Ý Î+ßEßEçQá Ä,Ò�µj©g¸|¾�¬�½?¬�¹V·
«g³E¦]»]¨ª©c·C±+¨`¸|¼N¹Ç³�º�¸¢¹N©g±�¼N«g¬�©`±+·Ç­�³E¹N©g«`³N½,¬�¹]·�·j¸À¬�¼�Á

¹C³N¨¶©`¸À­�¾�³j·j»C½¢±+¨+ÄrÏl¹"® �&^`k+d+y1k¶¤	h	y_XZy_XZy*B � �Ct&��nL���
\9o�m�kL^`Y�tZ{ nL^�sL�|n�[£aut�w�y|vGy�h	y ÄCµ]µ"Ä ù'	Nå�	$<Iù'	Eå�ç Ä

ëÆ»"ËIÐ�Ä úcÄI¬�¹]·�R�Ä R2ÄNëã¬E¹C¼�Ý Î+ßEßNìNá ÄE¥c¹�¬�µ]µC«`³Q¬E­e°2©`³
­�³N¹jÊ]¼E»]«g¬�©`¸¢³E¹�³�º]«`³N¦C»]¨¶©=­�³N¹N©`«g³E½Q¨`Ãj¨ª©g±�¾�¨"º<³N«7«g³�Á
¦C»]¨¶©�º:¬E¸|½¢»C«g±&·C±�©`±#­�©g¸|³N¹"ÄLÏl¹,® �/^`k#d+y,kª¤�XZyA@�y_XZy*B �N� t
vrn�[
h�[V\�k�[]o:kLt � Y`�InL�gt	w�y|vGy�h	y Ä]µCµ"Ä ÎLà$	�ç'<£Î#à$	Eß Ä


