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��� ����� 15% ��� ������ ��
���� �	������� ���� ������	��
�	� ��� ���
� ��	�� �������	� ��� ��*���� �	� ��	���� �� ��� �������	� �	
��� ���� ��� ����� ��� ������ ���� ��	� �	 ��� 
�	��� �� ��� ������ �����
���	

+





�� ��� ����	�
�� ���
� ��� ���� 	���
� 
���
��� �	�	 �� ����	��� ����
���
� �
������� ����
�� ���
���� ��������� �� ��� �� �� ��� ���� 	�
���
���
���� �� ��� ��� ���� �� ��� ��
�� 	�� !� �� "����� ��� 
���
��� �	� ��
������� 	��� ����
�� ��� #	�
� � �
�������� 	��� �� ��� ��
$���� 	��%&!�

�� ���	 ���	�	� ��$���
� $� $�� �� ����	����� ��� ��		��������	 �� �	��� 
	��	� ���� � ��� $������ ��
 ����
������ 
�	�
 	��������

 



� ������

�� ����� ��	�
�� �� �� 
���
 ������	� �
������ ��� ������ �
� ���� �	 ���
������ �	 ����	��� ����� �� �� �����������	��
���
 ������ �	 ���� �� ���� ��
�� ���� ������� �	� � ��������� ������� ����� �� �� ���� ������ �� ���� ��

�	�������

��� �����	
��

���� �� � �����
����  �� ���������	 ������
� �� !"� �
��� �
�#��	��� ����
�	 �� ��� �	� ��� �	����
�$%�&� �� ����� �� �	 �'��	���	 �� �	 ���� ����
������ �
�������� ���� ��
 ������	� 
���
 ������	� �	 � ������	��
���
 �������
��
� �� ������� ����� ��
� ���� ��
 ��	�
��� (���
� )�% ��� �� �����������	��

���
 ������� ��
� � ���� �� ���	 ����� �� ��� �
����
� �
���	 �	 �� �� ��
������	�� �	� � ������ ����� ������� �� �� ��� �� �� ���� �� �	������ �� � 	��
����� �	 �� �������

(���
� )�%* +����������	��
���
 ����� �	 ����

�� ���� �� � ,�- .� ��	� ��
����� ���� ��� � -�%) � �������
� �� ������	�
�� � ��	�� �� /�, .� �	� �������
 �� -�%) �� �� �
�� )�- .� ������	 ��
�
�0�	���� ���� �� 	�'� ������	 �� )�- .� �� � ��
����� �
�� �� ,� �� ��
���� ,-- � �� � �
�� �� � �� 
������	� �	 � �������	� �� �� 
���
 ����� ��

1



ṁtw

ṁgp

ṁlp



ṁgr� ���� �� ��� �	 
�� ���
ṁlr� ���� �� ������ �	 
�� ���

��� �
�
� ����
��	� �� 
�� ���� ��	����
��	 �� 
�� ����� ������	� �	� ���
���
��	��

ṁtw = wr − wwh �����

ṁgp = wg,in − wgr,b �����

ṁlp = wl,in − wlr,b �����

ṁgr = wgr,b − wg,out �����

ṁlr = wlr,b − wl,out ��� �

���� 
�� ��!����
� g �	� l ��	�
�� ��� �	� ������ ������ �	� wr �� 
��
���� "�� ��� 
�� ������� ��� "�� �
�� �	 ����
��	� ���#�� �� �������
��
!$ ��
 �� 
�� ����� ����
��	� ����	 �	 %���	��& %�

'�� 
�� 
�� ��� ������	� �� ������� ��	 !� �&����	�� !$ ���(�	� �
 )����
���� �	� ���!� *���� ���� ���� 
�� ������ "�� ������ ���� 
�� ������
�� �	�����$ ���
�!�
�� ���	� 
�� ������	�� +	�� 
�� ������ ������ h� ������

�� �����
 �� 
�� ������	�� hc� ������ ���� !���( 
�� ��� "�� �	
� 
�� ���� ��
�����
�
�� �	 )��� ���!�

��� )��� ���� ���� 
�� ����
��	� �� 
�� ������!�� ��������	
� ����� ��	
!� ���� !$ � ��	
����� ��� 
�!�� ��

����� ������� 	
�
����

,�& �����
�� �� �	������ �	 
�� ������ ���� �� )

�	� 
�� ������)�� �����

� � ������ �$�
��� K1� K2� Kg� Kl� Kw �	� Kh�

��� �$�
�� ��� 
�� ������ �� ������� 
�� ��!��� ���(� ������ Z1� �	� 
��

������ ���(� ����� Z2� ���$ �� !�
� ������� �� ������)�� ����� ����
��	�
��
� � ��	�� ����� �����
���
��� ���� ��
� � )

�	� ����!��� K1 �	� K2�

wwh = K1z1

√
ρmw,t(Pwh − Pp)

wout = K2z2

√
ρmr,t(Pmr,t − PS)

-





Pbh �������� �� �	��	
 	� ��

Pwh �������� �� �������

win ���� 
��� �	� ���� �	 ��� �������

Pin �������� �� ������� ����

Prb �������� �� ����� ����

DPr �������� ��	� 	��� ����� �Pt − Prb�

Pt �������� �� �	� 	� �����

Qout �	������ ��	�� �	�
����� �	� ����

wout �	������ ��	�� 
��� �	� ����

ρm 
������ ������� �� �	�

αL,t ����� �	�
� ������	� �� �	�

���� �� ���� 	� ������� 
������
���� �� ��� ��
�� �� !������ 
	��

��� 	����  ����" �������� �� ��� 
	�� ��� �	��� �� ��� �		���" ������	��#
��� �	� ���� 	� "�� ���	�"� ��� 	���	����

wgr,b = KgAg

√
ρgp(Pp − Pr,b) h < hc

������ �	� ���� ���	�"� ��� 	���	����

wlr,b = KlAl

√
ρl(Pp + ρlgh− Pr,b)

$����"� "�� 
��� ������	� �� ��� ���

ᾱm
gw =

Kwα
m
gw,t

2

���� 	� ����� �� ��� 	���	����

h̄ = Khᾱlphc

$� ��������	� 	� ����� ������	�� ��� �� �	��� ���� ��� ���� 	� ��� 
	��
�� �������� $#

����� ��� �����" ����
����� ��� ���� �	  �� ���� ��� ��
�� �� !������

	�� �	 �� �� ������ ��� ��� %�&$�
	��#

��





4%
10%

z1 z2

0−20%



���������� ���� 	�
� � ��������	 �� ���� ����� � ����� ��� ����� ��� ����	��

�� ��� ������ ��� ����� ��

��������� �����

ka 0.904
kh 0.600
Kg 0.030
Ko 0.236
K1 0.014
K2 0.011

����� �� �����	 ���������� ���� ��� �����	 ��� ��������� ����� �� ��� ��� 

�����

��� �������

����� �����	
��� ��
��
��

 �� ��� ������������ ���� ��� !��������� ��� ����� �� ����� " ��� ��� �����!�#

���� ���	���� �� ��� ����� ������������ Pbh� Pin ��� wout ��� ����� �� �	���

"�" ��� "�$� ��� ���� !�� �� ����� �� �������% &�

'�	��� "�" ���� ��� �����!����� ���	���� ���� ���� ��� ������ 
��
� z1
�� ��� �����!����� ���������� ����� ��� ������ ��� ���� ���������� ��� ��� #

����� ��� ��� ����� ���!( ����� ��� ���� ��� )#����� ������ ��� ���	���� ����	

��� ������� 
��
� z2 �� ��� �����!����� ��������� ��� ����� �� �	��� "�$�

Pbh &����� ���� ��������

Pin �������� �� ��� �������� �����

Pt �������� �� ��� ��� �� ��� �����

win *���� ���� +��

wout ������ ���� +�� ����

Qout ������ 
��������! +�� ����

����� "� ��������� ���� ��� �����!����� ���	����

,$



z1
z2 = 30%



z2
z1 = 100%



z1

z2



����� ���� ��	�
�	�

��� ���� �����	��� �
 ��� �������� ���� �������� �� ��� ��������� ��

������ �	 ����� ��� �	� ���� ��� ��� ������ ���� z1 ��� ���� �� ��	� 
���

10% �� 11% !��� ��� ������� ���� �� z2 = 4%� � ����� ���� ���	�� !�� ����


�� ��� ������� ���� z2 
��� 3.5% �� 3.6% !��� ��� ������ ���� �� z1 = 10%�

�
���	

��� �������� ���� !��� ����� �� ��� ��������� !��� �������� �	 ���

�����"������ �������� �	� ������� ���� ���	�	�� ��� ��#���� �	� ��	����

�
 ��� ��������	� !��� �
 ��� �������	�� �� !� !�	� �� ��� ��� ���� 
��

��	��� �������� !���� ��� �	������ ��	����� �� ���� �� ������$� ����� �����"�

����� ������

%� ��� 
��� ��� ��
�������	 �������� ���� ��� �����"������ �������� �
 ���

�������� ���� !�� ����� ���" ���� �� ���� �
 ��� ��������� 
�� ���� �����

�	 ��� �"����� ��� �#������	 �� Pt �	� Qout ���	� ��� ������ ���� �	� Qout


�� ��� ������� ���� !���� ���� �&��� �� ���	� ����� ������ ��	 �� 
��	� �	

����	��# '�

��� ������� ���� ���	�	� !�� ��� ����� ���" !� ���	� 
�� ��� ��������

���	� ��� ������� ���� �� ��
�������	 ���������� ��� ��� ������ ���� ��� �"����

!��� �	����� 
�� � ���� ���	�	�� �	� ��	��(��	�" ����� !�� 	� ������� ����

���	�	��

��� ���� �����	��� ��� ��) ������ ��� ����� �� � ��� �&��� 
�� � ���

��������� *� �� ��� ���� ���� ��� ��������	� �	 ��� ��������� ���� � �	���

���� ������ ���	 ��� �������� ���� �	� ���" ��� ��� ���� ��!���

+,
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����� �����	
� 	�������

������ ��	 
�� � ��
�� �������� ������� 
���� ���� K �
 ��� ����������� G �

��� 
�
��� ��� Gd �
 ��� ��
�������� ����
��� ��������� ��� 
�����
 ��� ���
����� r� ����� e� ������� 
����� u� ���
� n� ��
�������� d ��� ������ y�

���� ������

��� ������� 
����� u ��� �� ������ �


u = K(s)(r − y − n) ���	�

��� ��� ������ y �


y = G(s)u+Gd(s)d �����

�� 
��
�������� ��� u �� ���� � ���

y = G(s)K(s)(r − y − n) +Gd(s)d ��� �

��� �� 
��!��� ��� y

(I +GK)y = GKr +Gdd−GKn �����

� ��� ��� ���
��"���� 
�
���

y = (I +GK)−1GKr + (I +GK)−1Gdd− (I +GK)−1GKn ���#�

$� ��%�� (I+GK)−1�
 ��� 
��
���!��� ����
��� �������� S ��� (I+GK)−1GK
�
 ��� ������������� ����
��� �������� T � ��� ���&

y = Tr + SGdd− Tn ���'�

$� 
�� ���� �(������ ��' ���� T �
 ��� ����
��� �������� ���� ��� ���������

����� ��� ���
������� ���
� �� ��� ������� ���� S �
 ��� ����
��� ��������
���� ��� ��
�������� 
����� Gdd �� ��� ������� )�
� ���� ���� S + T = I�

�*



������� �����

�� �� ����� �	� �

�
 e � y − r ��� ���
� �������� ��� ��
 y� �� ���

e = y − r = Tr + SGdd− Tn− r �����

��� �� ���� �	�� S + T = I� �� ���

e = −Sr + SGdd− Tn �����

���� �	�� SGd � �	� �
����
 �������� �
�� �	� ����
����� �� �	� �

�

������

��	
� �����

 � ��!��� �	� �������� ��
 �	� ��"�� �����

u = K(r − y)−Kn ���#�

��� ���
���� �	� �������� ��
 �	� �

�
 ����� ��� ���� S + T = I� �� ���

u = KSr −KSGdd−KSn ���$%�

&	�
� KS ��� � �	� �
����
 �������� �
�� �	� 
���
���� ����� ��� ���'
�
����� ���� �� �	� ����
�� ����� ��� KSGd � �
�� �	� ����
����� �� �	�
����
�� ������

����� ��
��� �� 	���� �� �������� �
�������

 ���� �
� ���������� �� �	� "��! �� �	� �
����
 ��������� (	� "��! ����
�	� ��)���� *���� �� �	� �
����
 �������� �*�
 �	� �
������� 
�"���� ������
�	� H∞'��
�� (	� ��
� � ������ �+

‖f(s)‖∞ = max
ω

|f(jω)| ���$$�

(	� ����� "
������ 	�
� �
� �
�� ,$�-�

.$



������ �� S ��� T

�� ���� S �� �� 	
��� �� ��� � 	
��� ������ ����� ��� �

���	 ��� ��	����
����	�

��� ����� ��� ��� 	��	������� ������� S ������	 �� ��� ��	���� �������
��� ��������	 ��� ��������	� ��� � � �! 	�	��
" ��� ����� �	 ����� �� ��#$%&'

��� ��� �������� z

‖S‖∞ = MS ≥
Np∏
i=1

|z + pi|
|z − pi| (%�$)*

����� Np �	 ��� ��
��� �� ��	����� ����	 pi�
�� ���� T �� �� 	
��� �� ����� 	��	������� �� ���	��
��� ����� ��� T �	 ��� 	�
� �	 ��� ��� ��� S #)&" ��� ��� + +! 	�	��
	

��� ����� �	

MS,min = MT,min =

√
1 + σ̄2(Q

− 1
2

p QzpQ
− 1

2
z ) (%�$,*

�����

[Qz]ij =
yHz,iyz,j

zi + z̄j
, [Qp]ij =

yHp,iyp,j

pi + p̄j
, [Qzp]ij =

yHz,iyp,j

zi − pj
(%�$%*

��� �����	 yz,j ��� yp,i ��� ��� ���� ������ ��������	 �� ��� ����	 zi ���
����	 pi�

������ �� SG ��� SGd

SG 	����� �� 	
��� ��� ������� ��� �-�� �� ��� ����� ��	�������	 �� ���
������ ����� 	������

��� ��� ��	����� ���� �� G

‖SG‖∞ ≥ |Gms(z)| ·
Np∏
i=1

|z + pi|
|z − pi| (%�$.*

��� ����	��� ������� SGd 	����� �� 	
��� �� ����� ��� �-�� �� �������
��	�������	�

��� ��� ��	����� ���� �� Gd

‖SGd‖∞ ≥ |Gd,ms(z)| ·
Np∏
i=1

|z + pi|
|z − pi| (%�$/*

))



����� Gms ��� Gd,ms ��� ��� 	
�
	�	 ���� ����� ���
�� �� G ��� Gd�
����� ���� ��� �������� ��� �������� ��� 	
������ 
��� ��� ����

Gms �
∏
i

s− pi
s+ pi

·G(s) ·
∏
j

s+ zj
s− zj

����� 

������ �� KS

KS ����� �� 	��� �� ���
� ���!� 
���� 
!��� 
� ������ �� ��
� ��� �
�
������"�� #� �� ������� ������ � ���!� ����� �� KS "�� "�� "��� ������
��

� u ����
�! �� �
$"���
� 
� ���
�
���
���

%�� 	���
��� ��� "�	���& ���� pi� � �
!�� ����� ��� KS 
 ����� �' ()*�

‖KS‖∞ ≥ 1/σH(U(G)∗) ����+ 

����� σH ������ ��� ����� ���,�� 
�!���� ����� ��� U(G)∗ 
 ��� 	
����

	�!� �� ��� ���
������ ���� �� G�

������ �� KSGd

KSGd ����� �� 	��� �� ����"� ��� �-�"� �� ��� 
���� �' ���
����' �
����
���"��

. ����� �� KSGd ��
"� 
 �
!�� ��� 	���
��� ��� "�	���& ������� ����
pi

‖KSGd‖∞ ≥ 1/σH(U(G−1
d,msG)∗) ����/ 

��	�
 H∞������� ������ �����

H∞����
	�� "������ �����' 
 � 	���� ���� "������ ��
!� ���"����� ����� ���
"��������� ��
!� 
 ���	������ � �� ���
	
���
�� ������	� 0�� �� ��� "�	���&
	����	��
" �� ��� H∞�	������ ���' � ��
�� ��������
�� 
 
�"����� ����� %��
� 	��� "�	����� ��"�
��
�� ��� ������ 
 �������� �� (��*� (�*�

��� H∞����������� �������

1��� ��
!�
�! �� H∞�"���������� 
� 
 ����� �� �� � !������ "������ "��2!��
���
��� � ��� 
� 2!��� ��3�

3)



������ ��	
 ���������� ������� �����������

�� ��� ���������� ������� ����������� P �� ��� ���������� ���� �� K ��
��� ����������� ��� ���� ������ �� ��� ����� w �� ��� ������� z� v �� ���
����� ������ ���� �� ��� ���������� �� ������� ��� ������� ����� u� ���� ���
��� ������ z �� ��� ������ ������ �� ��� ���� ����� �� �� �� ��������� ����
��� ������� ������

��� ���������� ���� �� �� ���������� ���� ��� ������� �������� P (s)


P (s) =

[
P11(s) P12(s)
P21(s) P22(s)

]
�� ��� ��� ���� �� ��������� ���� ��� ������ �� ��� ���������� ����
[

z
v

]
= P (s)

[
w
u

]
=

[
P11(s) P12(s)
P21(s) P22(s)

] [
w
u

]

u = K(s)v

��������� ��� ���������� K ��!�� ��� ������"���� ������� �������� ���� w ��
z


z =
[
P11 + P12K(I − P22K)

−1

P21

]
w

= Fl(P,K)w

Fl(P,K) �� ����� ��� ����� ������ 	��
������ �����	������� #$��% �� P ��
K�

��� H∞ ������ ������� ������� �� �� ��� �� ���������� ����������� K �����
�������� ��� H∞"���� �� ‖Fl(P,K) ‖∞ ����


	�



min
K

‖Fl(P,K) ‖∞

����� �������	��


��� �����	 
��	����� � ���
��� ����� ���	��� ��� ����	��� �������	 ��� �� �
���� �	 �� �����		 ��	�� ���� �� 	���� ����	��� �������	 ��� ��� ��������
��	���	� � 	 
��������� �� ��	�� � ���������� ����� ���������	 �� ����	���
�������	 ��� ���	������

�� ���� �� ��� S ��� 
���������� ��� �	�������� �������� ��� T ���
��	� ���������� ��� ����	���		�  � !�"# � ��	 ����� ���� ��� � 

����$
�	�� 	�	���� ������ �
�� 	�������� 	 �		����� ��� 	����%�� ����������	�
��������� �� ���� �� ��� KS �� ������� ��� �
�� �	���� ��	 ��� �� ���� ��
���������� �� � ���� �� ���� � �&�� 	��	���� 
������� ����� ��� �����
����	��� �������	 ��� ���	����� 	���������	���  � ��� ��	� �� �	���� �� 	
����
��	
�� �� ���	� ����	��� �������	� ��� ��� '(� ���� ������	)

Fl(P,K) =

⎡
⎣ WPS

WuKS
WTT

⎤
⎦ *���+,

����� WP � Wu ��� WT ��� ��� ������� ��� ��� ����	��� �������	� (����
��- 	��� � ����. ������ �� � �������%�� ������� ���/������� ����� ���	�
�����	 ��� ��������

(�� ��� ����$

����$�	�� ������ G 	 ��� ����$

����$�	�� 	�	��� ��� K 	
��� ���$	��� ����������� ��� �
�� w 	 ��� 	��$
��� �� ��� ���$	��� �����������
��� u 	 ��� �
�� ��� �� ��� ������ v 	 ��� 01 �	�� �� ��� ����������� z1	 ���
������� ������� ������ z2 	 ��� ������� �
�� 	���� ��� z3 	 ��� �������
���
�� 	����	�

���� ���	��� ��� ������������ �������

2������� ��� 	����� ��� ��� H∞ �
��%���� 
������ 	 �������� � 3������
��� ��� �������� �	�	 �� ������� �

������ '�� γmin �� ��� ����� �����
��� ‖Fl*4�5,‖∞ ��� ���� � γ > γmin� � 	���
���� ������� 
������ 	 �� /��
��� ����������	 K 	��� ����

‖Fl(P,K) ‖∞< γ

6� ������	�� ��	 γ$����� ��� 
�������� ��� �
��%���� ���������� ���
��� ����� ���	� �� �� �
���� 	�������

�7



γ

S T KS γ

γ − values

z1 = 10% z2 = 10% z1 = 30% z2 = 10%
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� ��������� �� ��� ������		��
	
�� ���	��
�� ��� 
�
����� ��� ��
��� ��	���
�� 
� ��� H∞�������		�� ���
�� �
��	��� �� 
� ��������
�� ���	
��� 
� �����

��� �� ���
!� � ��� ���	
�� 
� �� ���� �		 ��� �
���	� 
� ��� ������ 	��� ����
��� 
� ����
����� ��
� ���� ��� ��� ������� �
"����� �
���	� ���� ��
�
��		�

� � �
"����� ����
�����

��� 
������ z1 ��� z2� 
� ���	�� ��
�� ��� ��#
��� �		���� ��!
��
�� ���
��� ���
��	 !�	�� � ��� !�	!��� ��
�� ��� ���	
�� �����$

Du =

[
min(z1, 1− z1) 0

0 min(z2, 1− z2)

]
%��&�'

��� �
���������� ����		�� 
� ��� ������ ��� ��� ��� 	
(�
� ���� )�� �����
�����
�� �� ��� 
�	�� � ��� �
��	
��� d1 ��� d2 �������
!�	�� ���
� ��#
���
�#������ ����
���� 
� ������ 5% � ��� ���
��	 !�	��� � ��� 
�)�� �� ���
������� ��
�� �� ��� ��� 
� wg,nom = 0.36 ��� ��� 	
(�
� wl,nom = 8.64� ���
���	
�� � ��� �
���������� ���� �������$

Dd =

[
0.05 ∗ 0.36 0

0 0.05 ∗ 8.64
]

%��&&'

��� ���	
�� ������ � ��� �!�
	��	� ������������ ��� �
!�� 
� ���	�� �� *
��� + 
� ��� ����	���

����� �������
��� �����

��� ������ � ��� ������� ����
��� ���� ��	��	���� 
� ,��	��� �� �#���	�
� ��� � ����� ��!� ���� ��	��	���� � ��� ����
�
!
�� ����
�� S� ����� ���
������ ��	� ��������� Pbh� 
� ���� �� � -. ��� ��� ������ !�	!�� z1� 
� ���� ��
������	 
����� ��� �� ���� 
� ������
# -� �		 ��� ,��	������� ���� 
� ����
� 
�
�!�
	��	� �� ��� ��� ���� ���� ��� 
� ��
���� ����� �� ���	
�� ���� �� � �
�
	��
����	 
� /��������
�0��

����� H∞ ��� 
�� γ − value

H∞�������		��� ���� ���� 
� ,��	�� �� ��� ���� ����
���� -.� �� ��� ������
���� ��	��	���� ��� ��� � ,��	������
�� � ��� ��� ������		�� 
� ���� ��
�� Pbh

�� � -. ��� z1 �� ������	 
���� 
� ���� 
� ������
# -� 1��� ���� �	������

�� ��	� ��� γ�!�	�� � ��� �
"����� ������		��� ���� 
� ���� 
� ��� ������		��
	
��

&2
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����

������� �� ��� 	�
�� ���������� H∞�����������

�� 
��	����
 �	
 ������������ �� S �� ��� �
��
���
�� � �
��	� ���	 ���
���
������� Wp2� �� ��
� �� �	
 �
���
�
�� �������� �
��
� �� � ��� �	��
 �
�������� �
��	�� Wp1� �
 ��
� �� �	
 
�� �� �	
 �
���
�
���� �� �	
 �
�
��
������ ����������� �� ���
 ���� �	�� ��
������ �� ����� �	
 �
��	� Wp2 ��
�	
 ��� �� �	
 ������ v� ��� �	
 �
��	� Wp2 �� �	
 ������ z1� �	�� �� �� 	��

�	
 ���
 ���� �������� �� ��� �	
 �
��� �� �	
 �
���
�
�� �
�
������

 �������� �
��	�� Wu� �� ��
� �� �	
 ������� �� KS �� �!����
�� ��� ��

����� ����� ����
�

"� �	
 �����
�
���� �
��������� �������� T � �	
 �
��	� WT �� �	��
� ��
����� �	
 ���� �� 	��	 �
��
���
��

�	
 �
��	�� ��
� �� �	
 �������
 �
���� �� ���
� �� ��#�$

Wp1 = 0.5

Wp2 =
0.5s+ 0.05

s+ 0.0005
Wu = 10 %��#�&

WT =
100s2 + 20s+ 1

0.01s2 + 0.2s+ 1

�� �
� ������!�
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 ��'
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�
���� �	
 ���
 �
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 ��
� �� ��� �	
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#(



��� �����	�

��� ������� 	�
� �
��
��������� ������� �
� ��
�� ��� 
������� �
�� z1 =
10% �� z2 = 10% ��� 	
�� � ������ �� � �� �� ����� ��� ������� �� �
� ����
��� ������ ������ �
����� ����� �� �
�� ������ �
������� ��� ������ ������ 	
�
����� �������� ��� ��� ����� � ��� 
������� �
��� ������ 	���
� Dy� �������
����� ��� G(0)� ��� �
��� 
 ��� ����	�� 	����
 �� ��� γ − value.

 ��������� ����� Dy G(0) |S| = |T | |KS| |SG| |KSGd1| |KSGd2| |SGd1| |SGd2| γ
Pbh !"#�$# % �!�!&& '�!' %�'& ���% #�!% #��� #�!� #��% �#
Pwh $%�&% % �%��#' !�'" %��! !��% #�!% #��� #�%" #��# �"
Win %#�"% % #��'! $�'� ��$& &�#! #�!% #��� #�!! #��� %'!
Pin $#�&! % #���! % %�'� # #�!% #��� # # �&
Prb �"�$# % #�%&$ %��' %�%� !�'' #�!# #��� #�#' #�!� "�
DPr %��$$ % �#�#%" %�#! #�"� #�!& #�%� #��� #�!& #�!' %##
Pt �%�&' % #�!%� %�"� %�&! #�$� #�%� #��� #�#" #�!� "�
Qout %&�&! ! #��"& %�$$ #�$� '�$# #�!% #��� #�!� #��' �&
Wout %#�"% % #��'! %�&% #��$ !��� #�%� #��" #�!! #�&# �$
ρt ��!��" �# �#�##$ !�!" %�#� %�$$ #�!' #��" #�!� #��$ %##
αL,t #��' % �#�##% !�!& %��$# #�%% #�!' #��" #�#! #�#� ���
PbhPwh % %�## # #�%% #�!' # # '$
PbhWin % %�'� # #�%% #�!' # # �"
PbhPin % #�&$ # #�%% #�!' # # '�
PwhWin % %�'� # #�%% #�!' # # ��
PwhPin % #�&" # #�%% #�!' # # '�
WinPin % %�'# # #�%% #�!' # # �&

����� �� (������ 	�
� ��� �
��
��������� ������� ���� ��� ������ ����� z1 ��
�����

��� ���� ����� �
���� � ����� � 	
� ���  ) * ������� ��
� ��� γ�������
	�
� ��� H∞�������� ���� ������� ����
 
 ��� +��� ����������� ���
�
���������� �� �
�� ����������� �������������

��������

,�
� ��� ������� 
	 ��� �
��
��������� ������� 	
� ��� ������ ����� z1� �� ���
�����

• -�� ��� ������ ���������� ���.� 	
� |S| ���� � ����� �
��
���� ��������
�� ������ ��� %� �/���� 	
� ��� ���� ��������� Pin�

• ��� �
��
� �
�� ��������� Pbh� ��
�� ��� ������� ������ ����� ��� 0G(0)1�

• 2� �

.�� �� ��� γ�������� ��� ��������� Pbh� Pwh �� ��� ���� ��
�
�������� 3
� 
�� 
	 ��� ������ Wout �� Qout �

.� �� ���� ��� ���
�
�� ��
����� �
��
���� ����������

!&



����������	 
���� Dy G(0) |S| = |T | |KS| |SG| |KSGd1| |KSGd2| |SGd1| |SGd2| γ
Pbh ����� � ����� � ���� � ����� ����� � � ��

Pwh ����� � ����� � ���� � ����� ����� � � ��

Win ���� � ��� � ���� � ����� ����� � � ��

Pin ����� � ����� � ���� � ����� ����� � � ��

Prb ���� � ���� � ��� � ���� ���� � � ��

DPr ����� � ����� � ��� � ����� ����� � � ���

Pt ����� � ����� ���� ���� ���� ����� ���� ���� ����� �

Qout ����� � ��� � ���� � ����� ���� � � ��

Wout ���� � ��� � ���� � ����� ����� � � ��

ρt ����� �� ����� ���� ���� ���� ����� ���� ����� ��� ��

αL,t ���� � ����� ���� ���� ���� ����� ���� ����� ����� ���

PinPt � ���� � ����� ���� � � ��

PinWout � ���� � ����� ��� � � ��

PtWout � ���� � ����� ��� � � ��

Ptρm � ��� � ����� ����� � � ��

PbhWout � ���� � ����� ����� � � ��

����� �� �����	� ���� 	�� ���	������ � 	! ����!� � �� �" 	�� 	�#� $� %��%� z2 ��

 �#�	�

����������	 |S| = |T | |KS| |SG| |KSGd1| |KSGd2| |SGd1| |SGd2| γ1 γ2 γ3
PbhPin � ���� � ����� ����� � � �� �� ��

PbhPrb ���� ���� ���� ����� ����� ����� ����� �� � ��

PbhPt ���� ���� ���� ���� ����� ���� ����� �� �� ��

PbhWout ���� ���� ���� ���� ����� ����� ���� � �� ���

PwhPrb ���� ���� ���� ����� ����� ����� ����� � � ��

PwhPt ���� ���� ���� ���� ����� ����� ����� �� �� ��

PwhWout ���� ���� ���� ���� ����� ����� ����� � �� ��

PinPt � ���� � ���� ����� � � �� �� �

����� �� �����	� ���� 	�� ���	������ � 	! ����!� � �� �" ��	� %��%�� ��  �#�	�

• ���  ���	 ���� &�'( Win ��� � ���"� %���� ��� 	�� ����$ �� |S| ��$

�����)���	�! � ���"� γ�%�����

• *��� �� �" 	'� ����������	�( 	�� ���� ��	 ��� �� Pbh + Pin ��$ Pwh

+ Pin ��%� 	�� ��'��	 γ�%������

• ,��#�� �" 	�� �����	� �� 	�� ������ %��%� ' 	� 	�� 	�#� $� %��%�( '� ���

	��	 	�� γ − values ��� "�������! � "��� �� �" 	�� ������ %��%�( ��$ 	��

"� �  � ��'�� ��� ��� 	�� %�� ������ �� �  �$ ��	�� 	��	 	�� ������ %��%�  �

��	 �� "��$ �� 	�� 	�#� $� %��%� '��� ���$ ��� ���	���� �" � ��� ���"" �"�

��
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����� � 	��� ��� ����
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 �� ��� �� !�����
� ��� H∞�
�����

��� ����
���� � ������ ��" ��� ���� ��� �����
 �� ��� ����
���� ����

���� #���
�$ � %��
�	� & �� !� ��� ������� '&( �����

��� ��
���� �
��� ����)��� )��� �����

��� �	*������ �� ��� �����
�� �����

�� �� �� $��� ��� +�) ���	�
� �� ��� ����
	������ �������� ���� )��
� ���� ����� �
����� )������ �����
� �� ����� �
�����

�� )��
� ��� ������ �� �
����� ��� 	� ��,��
�� �� ��� ����
���� �����
� ���� ������ ��� ��� )��� ��� ������ ������� �� � ����	
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������ ������ � ���� ������

1√
λw

= −1.8 log10

[(
ε/Dw

3.7

)1.11

+
6.9

Rew

]
������

�����	�� ���� �	� �� ������ � �����

Fw =
λwρlŪ

2
sl,wlw

2Dw
������

 ����
 !��� "����	�� �� �����

Pbh = Pwh + ρmwgLw + Fw ����#�

$��� %�� ���� ���
 �����&���

wr = PImax(Pr − Pbh, 0) ������

'��	
� �������� �� �!� ��" �� �!� �����

αlw,t =
(1− αm

gw,t)ρgw

αm
gw,tρl + (1− αm

gw,t)ρgw
����(�

)����� �� 
*�	�� �� ��" �� �����

ρmw,t = αlw,tρl + (1− αlw,t)ρgw ����+�

��� ������	� �	
�� �	�����	�

,!� 
��� %�� ���� �� �!� ����-!��� � �����
��� �� � �	���� �!�.� &��&��

wwh = K1Z1

√
ρmw,t max(Pwh − Pp, 0), ����/�

�!��� K1 � � 0���1 "���
���� �� �!� 
�����
,!� %�� ����� �� 1�� ��� �2	� ��� ""���� ���

wg,in = wwhα
m
gw,t + d1 ����3�

wl,in = wwh(1− αm
gw,t) + d2, ����4�

�!��� d1��� d2 ��� ���	������� ���
 �!� ��!�� �� ����� �� �!� ""�����

#3
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��� ��������	
 ��	 �	�	� � �����
 �� ��	 ������� ��� ���� � �����
 �� ��	
���	���	�

hp = h̄p +
mlp − ρlVpᾱlp

πr2p(1− ᾱlp)ρl
sin(θ) ������

h̄p = Khᾱlphc, ������

��	�	 Kh � 1 �� � ������ �����	�	��

 ���	 � ��� �� ���	���	!

Vgp = Vp − mlp

ρl
����"�

#�� 
	����$ �� ���	���	!

ρgp =
mgp

Vgp
����%�

&�	����	 �� ���	� � ���	���	 ��
	�� ��� ����!

Pp =
ρgpRTp

MG
����'�

��	���	 ��� ���� ������� �� ���	� � ���	���	!

ᾱm
gp =

(1− ᾱlp)ρgp
ᾱlpρl + (1− ᾱlp)ρgp

����(�

��	���	 �����
 ���	������ �	����$!

Ūsl,p =
wl,in

ρlAp
������

)	$��
� ���*	� �� ���	���	!

Rep =
ρlŪsl,pDp

μ
����+�

,������ ����� �� ���	���	 ��'��!

1√
λp

= −1.8 log10

[(
ε/Dp

3.7

)1.11

+
6.9

Rep

]
����-�

&�	����	 ��� 
�	 � ������� �� ���	���	!

Fp =
λpρlŪ

2
sl,pLw

2Dp
���".�
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Vr = Ar(Lr + Lh) �����

������ �� ��
 	� �	
���

Vgr = Vr − mLr

ρL
�����

��
 ���
	�� �� ��� �� ��� �	
���

ρgr =
mgr

Vgr
�����

���

��� �� ��� ��� �� ��� �	
�� �	���� ��
 �����

Pr,t =
ρgrRTr

MG
�����

������ �	 �	� ������ ���!�	�� 	� �	
���

ᾱlr =
mlr

Vrρl
���"�

������ ���
	�� �� �	#���� 	�
	�� �	
���

ρ̄mr =
mgr +mlr

Vr
���$�

������ �	#���� ����!	�� 	� �	
���

Ūmr = Ūsl,r + Ūsg,r ���%�

Ūsl,r =
wl,in

ρlAr
���&�

Ūsg,r =
wg,in

ρgAr
���'�

(������
 ���)�� 	� �	
���

Rer =
ρ̄mŪmrDr

μ
���*�
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1√
λr

= −1.8 log10

[(
ε/Dr

3.7

)1.11

+
6.9

Rer

]
������

�������� ��

 ��� �� �������� �� ��
���

Fr =
ᾱLrλrρ̄mrŪ

2
mr(Lr + Lh)

2Dr
������

���

��� 	� ������ �� ��
���

Pr,b = Pr,t + ρmrgLr + Fr ������

��� ��� ��	 �
 ��	����


���� 	��	 ��� �	
 �� �!����! �� "#�����

Ag � Ap

(
hc − hp

hc

)2

, hp < hc ������

��� �	�� �� �	
 �!����! �� "#�����

wgr,b = 0, hp > hc �����	�

wgr,b = KgAg

√
ρgp max (0, Pp − Pr,b), hp < hc �������

��� ������ ��	 �
 ��	����


���	 �� ��$��� �� �!����! �� #�����

Al = Ap −Ag ����%�

&�$��� �� �	�� �!����! �� "#�����

wlr,b = KlAl

√
ρl max (0, Pp + ρlghp − Pr,b) ����'�

��
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 ������� � ��� �� ���
� ������

αlr,t = 2ᾱlr − Al

Ap
������

�
����� �� 	�����
 � � 
 ��� �� ���
��

ρmr,t = αlr,tρl + (1− αlr,t)ρgr ����!�

"� 	�� ������� � ��� �� ���
��

αm
gr,t =

(1− αlr,t)ρgr
αlr,tρl + (1− αlr,t)ρgr

���#$�

%��& ��
 �� ����
� 	�����
�

wout = KpcZ2

√
ρmr,t(Pr,t − Ps) ���#'�

%��& ��
 �� ����
� �������

wl,out = (1− αm
gr,t)wout ���#(�

%��& ��
 �� ����
� )��

wg,out = αm
gr,twout ���#*�

+ 
 �������� �� ��	
�
� ���
� �� � 
 	��
� �
 )��
� �� +,�
 ��
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����� �� �	
���
�� �
 ���������� ������

����� ���������	
 ������ �
���

R �
������� ��� �	
���
� ���� J/(kmol.K)
g ������� ���� m/s2

μ ����	���� 1.426× 10−4 Pa.s
ρl �� �� �
���� ��!�! kg/m3

θ ���� �
���
���	
 � ��

Dw "��� ������� #��! m
Dp ������
� ������� #��! m
Dr ����� ������� #�� m
hc �������� �� �� ����� Dp/cos(θ) m
Aw "��� ��	�� �����	
 ���� #�#��� m2

Ap ���� ��	�� �����	
 ���� #�#��� m2

Ar ����� ��	�� �����	
 ���� #�##$� m2

Lw ���% 	& 	�� "��� �### m
Lp ������
� ��
��% ��## m
Lr ������
� ��
��% ��## m
Lh %	��'	
��� �����	
 ��
��% �## m
Tw "��� ����������� �(� K
Tp ������
� ����������� ��$ K
Tp ������
� ����������� ��$ K
Tr ����� ����������� !���� K
MG ��� �	������� "���%� !# ��

Pr ������	�� �������� �!# ����

Ps �������	� �������� )#�� ����

PI ��	�������� �
�* 2.75× 10−6 kg/(s.Pa)
Vw �	���� 	& 	�� "��� ����� m3

Vp �	���� 	& ������
� ���(� m3

Vr �	���� 	& ����� ���� m3

K1 ������ �%	+� �	
�� #�#�� ,

K2 �	�-��� �%	+� �	
�� #�#�� ,

Kh �	" �	�
� ��
�
� ��������� #�( ,

Kg �	" �	�
� ��
�
� ��������� #�#�# ,

Ko �	" �	�
� ��
�
� ��������� #�!�( ,

Ka "��� ��
�
� ��������� #��#� ,

)�



� ���������	
 �������

������ ��	
 ���������� ������ ���� ��� ����� ���� z1 � ���������� ��

������� ��� ������� ���� ���� ���� ������� � z1 = 30%�

��



������ ��	
 ���������� ������ ���� ��� ������� ���� z2 � ���������� ��

������� ��� ����� ���� ���� ���� ������� � z1 = 100%�
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H∞����������� 	�
 γ − value

�� ���������� �������  ��������� ��� �����
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� ���������	
�
�� ������
�  ��	���

��� ������		
��	�� ����	�� ���� �� ���� ������ ���� 
	�� ���� 
����� 
 ������
����
���� ������ Z1 = 30% 
�� Z2 = 10%�

��
�������� �
	�� Dy G(0) |S| = |T | |KS| |SG| |KSGd1| |KSGd2| |SGd1| |SGd2| γ
Pbh ������ � ���� � �� �  �!� ���! ��"� !�� ���" ��#� �� 
Pwh ����# � �����! ���#  ��� ��!� ��"� !�� ��� ��!� ���
Win ����� � ����� #��� ���"� ���� ��"� !�� ���� ��"� �##
Pin ����! � ���# �  ��" � ��"� !�� � � ��!
Prb � ��� � ����# ��!� ��!! ��"� ��"! !�  ���" ���� ���
DPr ����� � ������ ���� #�#� ��� ���� !�!� ��� ���! ���
Pt #���! � ���� ���� ����" ���� ���� !� � ���� ���" "��
Qout ���"� � ����! ���# "� � ��!! ��"� !�� ���� ��#� ��#
Wout ����� � ����� ���� !��� ��!# ���� "��! ���� �� � ���
ρt #"��"! #� ������ ���" ���# ���" ��#� "��� ���! ���# ��!
αL,t ���! � ����� ���# ��#��! ���� ��#� "��� ���� ���" �
PbhPwh � ���� � ���# ���" � � �# 
PbhWin �  ��! � ���# ���" � � ���
PbhPin � ���# � ���# ���" � � �# 
PwhWin �  �!� � ���# ���" � � ���
PwhPin � ���� � ���# ���" � � ���
WinPin �  �!� � ���# ���" � � ��"

�
�	� �$ %� &Z1 = 30, Z2 = 10'

��
�������� �
	�� Dy G(0) |S| = |T | |KS| |SG| |KSGd1| |KSGd2| |SGd1| |SGd2| γ
Pbh ������ � �!�!� � ��!� � ����! ���!� � � ��
Pwh ����# � �!��� � ��!� � ����! ���!� � � ��
Win ����� � ���� � ���� � ����! ���!� � � "#
Pin ����! � �!��� � ��!� � ����! ���!� � � ��
Prb � ��� � �!�## � ��!� � ����� ����# � � �"
DPr ����� � ����! � ���! � ���" ���"� � � ���
Pt #���! � �!�#� ��!� ��#� "�"� ���"� ����" ��� ! ��!�� !!
Qout ���"� � ���" � ���� � ����! ����� � � !"
Wout ����� � ���� � ���� � ���"� ����� � � !#
ρt #"��"! #� ����� ���" ���� #�� ����� ���� ���!� ����� �#
αL,t ���! � ����� ���" "�#� ��!� ����� ���� ����# ���"� ���
PinPt � ��!� � ���!� ����� � � �!
PinWout � ���" � ���!� ��� � � � ��
PtWout � ���" � ���!� ��� � � � �"
Ptρm � ���# � ����" ��� " � � � 
PbhWout � ���# � ���!" ����� � � ��

�
�	� ��$ %� &Z1 = 30, Z2 = 10'

��



����������	 |S| = |T | |KS| |SG| |KSGd1| |KSGd2| |SGd1| |SGd2| γ1 γ2 γ3
PbhPin 
 �� � ���� ����� � � � � ��
PbhPrb 
��
 ��� ���
 ���� ����� ����� ����� � � �
PbhPt 
�� ��� ��� ���� ����� ��
�� ����� � 
� �

PbhWout 
��� ��
� ���
 ���� ����� ����� ���� � 
� 
��
PwhPrb 
�� ��� ���� ���� ����� ����� ����� � � �

PwhPt 
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