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Praktisk

1.1 Innlevering
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En zip-fil som inneholder en rapport (pdf-fil) samt alle produserte filer Rapporten skal fortelle
hva dere har gjort og hvordan dere har gjort det. Den skal vaere bygd opp med (minst) folgende
kapitler.



e Innledning (Hvilken oppgave skal lgses, og hvorfor)

e Teori /Metode (Hvordan er oppgaven lgst — metode og teorien bak metoden. Her er
det naturlig & ta utgangspunkt i dette dokumentet og lsereboka, men bruk gjerne andre
kilder ogsa. Men ikke skriv av/oversett det som star, studer det slik at dere forstar det,
og tenk dere deretter at dere skal forklare det til en medstudent. Husk referanser — og
referanser til vitenskapelige artikler gjor seg ekstra godt.)

e Resultater (Gjerne inkludert tabeller og/eller figurer)

e Diskusjon/Konklusjon (Hvorfor blir resultatene slik som de blir? Hva ville dere for-
ventet ut fra teorien, og hva skjer i praksis? Hva har dere leert? Har dere forslag til ting
som kunne veert undersgkt videre og/eller ting som kunne veaert gjort annerledes/bedre?)

e Referanseliste (Fullstendig URI (URL og/eller bok/artikkel-henvisning) til de og bare
de referansene dere har nevnt tidligere i rapporten.)

e Vedlegg (Utskrift av alle programmer dere har laget)

e Erklaering Hver student skal levere en erklaereing pa at vedkommende har samarbeidet
og bidratt konstruktivt i besvarelsen. Denne skal underskrives av de andre pa gruppen.

2 Introduksjon

Kilden for denne fremstillingen er boken “Physics for Science and Enginering” av Marion og
Hornyak. Matematikken er hentet fra Sauer [4] og en bok av Helgasson [2]. Andre fremstillinger
av matematikken bak kan ogsé finnes i artikler av Munthe Kaas [3] som er en pionerer pa
omradet. Geometrien i prosjektet bygger pa arbeidene til Sophus Lie fra Nordfjordeid.

Det er ikke meningen at dere skal forsta alt som star i dette dokumentet eller i kildene som
eg har oppgitt.

3 Rotasjon av stivt legeme om dets massesenter

Vi skal se pa fysikken bak et roterende stivt legeme. Grunnlaget for teorien bak ble lagt av
en student i 1666-67. Hans navn var Isaac Newton. En viktig anvendelse av Newtons lover er
teorien for roterende legemer. Valg av koordinatsystem som er tilpasset fysikken er avgjsrende
for a fa likninger som er enkle. For roterende legemer passer det a bruke et koordinatsystem
med origo i massesenteret til legemet M. Om legemet ikke er i ro vil posisjonen til massesenteret

veere en funksjon av tiden. |
¥ = — r(t) dm. 1
TC'M(t) M ///Mr(t) m ( )

Dere trenger ikke & kjenne til hvordan man regner ut integralet [[[,, i formelen. En forklaring
av hva det betyr kan dere finne i avsnitt 6. Vektoren 7(¢) angir posisjonen til en liten masse
dm og M angir legemets totale masse. Posisjonen til dm relativt til massesenteret er gitt ved
7.(t) = 7(t) — T (t). Dreiemomentet til legemet om massesenteret er gitt ved formelen

I, = / / /M 7(t) % B.(t) dm, 2)

der U.(t) er hastighetsvektoren til dm relativt til massesenteret. Siden M er et stivt legeme sa
er hastigheten til dm gitt ved formelen

Te(t) = d(t) x 7.(t), (3)
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Figur 1: Figur av et roterende stivt legeme formet som en ellipsoide. Massesenteret er markert
med C'M og vektorene som utsepenner det roterende koordinatsystemet som falger legemet.

der &(t) vinkelhastighetsvektoren til legemet. Vinkelhastighetsvektoren er produktet mellom
enhetsvektoren 4, () normalt pa rotasjonsplanet og vinkelfarten w(t). Dreiemomentet til M er

derfor
/// (L ) X 7.(t)) dm, (4)

Formelen for dreiemomentet er uavhengig av hvilket koordinatsystem vi velger med origo i
massesenteret.

3.1 Koordinatsystem som falger og roterer sammen med legemet.

Det lgnner seg derfor a velge et koordinatsystem der aksene er hovedaksene til treghets-
momentet til legemet. Merk at dette koordinatsystemet roterer sammen med legemet. En-
hetsvektorene 4,(t), 3,(t) og ky(t) for koordinatsystemet er derfor en funksjon av tiden. I dette
koordinatsystemet er vinkelmomentet og vinkelhastighetsvektoren lik

I, = /// (1) x (B(t) x 7(t)) dm, (5)

Vi skriver koordinatene til Lb som

Ly = Lyy(t) + Lyg,(t) + L.ky(t) (6)
og R
= wep(t) + wy 3y (t) + w.kp(t) (7)
Den deriverte av dreiemomentet er lik
dL, dL,. dL,. dL.. da, dj, dk;,
= k,+ L, L L,— 8
it Tt g et ey Ty Ty (®)
Fra den generelle formelen dd—’zb = & X 1 far man %b = X 1, %” =W X J, 0g dd—'ib = & x k.
Derfra far vi formelen
dL, dL,. dL,, dL., . =
= k Ly. 9
i Tt gt gt e )



P& komponentform har vi derfor formelen for det ytre kraftmomentet

Ta dL,/dt Wy L,
Ty | = [dL,/dt| + |wy| x |Ly| . (10)
T dL,/dt W, L

z

Vi antar at ingen ytre krefter virker pa legemet. Derfor er [Tx Ty TZ} =0.

3.2 Treghetsmoment

Vi benytter oss av formelen 7 x (§x Z) = 2§ — Z(Z-7) og skriver om formelen for dreiemomentet

il
Eb:/// 23— 7(F - &) dm. (11)
M

Vi lar 7 = 2385 (t) + 17 (t) + 2pks(t). Daer 12 = a2 + y2 + 22 0g 7 - & = Tpwy + Ypwy + 25w,
Vi far derfor at

Lm - Ixmwx_lzpywy_fxzwz
L, = —I,w,+Lw,—1,w,, (12)
Lz = - zmwx_lzywy +Izzwz

der I,.-ene er komponentene til treghetmomentmatrisen 1.

Ia:ac = /// (yl?+zl?)dm7 Iaﬁy - Iyw - /// xbybdm

M M
[yy = ///M(xi—l—zg)dm, [:z:z = [zx = ///bezbdm (13)
o = e b= 1= e

M(xb‘i‘yb) m y y M?Jbzb m

La %, 3, og ky, veere egenvektorer til 1. Da blir I diagonal.

3.3 Energien til et roterende legeme.

Den kinetiske rotasjonsenrgien til et roterende legeme med dreiemomentmoment L og rota-
sjonsvektor & er gitt ved formelen [1]

K=1L.&. (14)

N[ =

3.4 Bevegelsesligningene for det roterende koordinatsystemet

Bevegelseslikningene for legemet beskriver hvordan 2, j, og k;, endres med tiden. Definisjonen
av @ gir likningene

dip/dt = w.j, — wyky
djb/dt = kab — wzib
dkb/dt = wyib — wij. (15)

Om komponentene til alle likningene skrives ut, fas 9 koblede differensiallikninger. Det er lettere
implementere likningene ved hjelp av matriser. La X = {:1:”} veere matrisen som har 2,, 3, og
k;, som sgylevektorer.
L11 L12 . L13
W= |To1|, Jp= |T22|, ky= |T23]|. (16)
L31 32 L33
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X har den spesielle egenskapen at X7X = Idsys der Idsys er identitetsmamatrisen og at
det X = 1. Mengden av slike matriser kalles den spesielle ortogonale gruppen og skrives

SO(3) = {Mengden av alle 3 x 3-matriser X slik at X7X = Idsx3 og det X =1}  (17)

SO(3) er det vi kaller en Lie-Gruppe, oppkalt etter den Norske matematikeren Sophus Lie.

T S .
La &y = {wx Wy wz} . Ved & bruke at L = X1, er en konstant fas &, = (X1)7'L.
La € veere matrisen

0 —w, wy
Q=1 w, 0 —w, (18)
—Wy Wy 0
Da er likningene for X og &,
& = (XI)7'L (19)
X
(iit = F(X)=XQ. (20)

Husk at L er konstant og at &, ma skrives om til 2. En enkel méate a finne en tilngerming av
X(t + h) er lineariseringen X (¢t + h) ~ X (t) + X (¢)hQ2. En ulempe med lineariseringen er at
spylene i X (t)4 X (t)hS ikke er ortogonale. Dette kan rettes pa ved a bruke en annen tilnaerming
av X (t). Det viser seg at {2 er den deriverte i h = 0 av fglgende matrisefunksjon

02 Q
exp(hQ) = Idsxs + (1 — coswh)ﬁ + (sinwh)a, (21)

der w = |&] = /w2 + w? 4 w2 Denne formelen tilfredstiller likningen exp(h§2) exp(hQ)" =
Id3y3. Det betyr at X exp(h€2) har ortogonale sgylevektorer. Faktisk, sé er

T
Xexp(hQ)(X exp(hQ)) = X exp(hQ) exp(hQ)T X" = XIds s XT = XXT = Ids,s.  (22)

4 Numeriske metoder

4.1 FEulers metode

Eulers metode er den enkleste metoden for lgsning av differensiallikninger. En likning y’ =
f(t,y) loses numerisk ved & finne w; = y(t;) der t; = to+ hi ved hjelp av den rekursive metoden

wo = y(to)

Anvendt pa eksempelet over setter vi Wy = X og regner videre ut W, = W; + hW,; ;.

Wy = Xy

I hvert ledd danner vi Q; fra &; = (W;1 )_1E. En av mange svakheter med Eulers metode at

W; ikke ikke er ortogonal. Det kan rettes opp ved & bruke en variant av Eulers metode ved
fglgende skjema

Wy = Xo
Wipw = Wiexp(h$);) (25)

Vi ma fortsatt regne ut «; = I _1WZ-TE i hvert ledd. For sma h er det sveert lite som skiller disse
to metodene.



4.1.1 Feilanalyse av Eulers metode.

Om vi lar Z(t) vaere den eksakte lgsningen av rotasjonsproblemet med startverdi Z(0) = W;
sa kan vi bruke likningen til & finne alle deriverte av Z(t) for ¢ = 0.

Z(0) = WQ (26)
Z'(0) = Wi(Q*+Q(0)) (27)
Z"(0) = Wi(Q+Q(0)2+ 200/ (0) + Q"(0)) (28)

Den deriverte av Q(t) fas ved & regne ut den deriverte av @(h) = I-1Z(h)TL.

J0) = —I'QW'L (29)
@"(0) = 17— (0)W/'L (30)
@"(0) = I = Q%+ Q02+ 200(0) — "(0)) WL (31)

Taylorrekken for Z(h) er da
h2
Z(h) = Wi+ hWi + W (22 +Q(0)) + O(h?). (32)

Leddet O(h?) star for alle ledd av tredje eller hgyere grad i h. Taylorrekken for Wi, i(h) =
Wi exp(h§);) er

h2
Wi(h) = W; + hW;Q + 592 + O(h?). (33)
Feilen i Eulers metode 1 hvert trinn er derfor
h2
Wi(h) — Z(h) = ?WiQ’(O) + O(h3). (34)

4.2 Midtpunkts-metoden

I midtpunkts-metoden tas det utgangspunkt i Eulers metode. Den brukes til & finne ¢ midtveis
mellom W; og W;,,. Trinnet for a finne W;.; fra W, er som fglgende

1. Regn ut & = I"'W/L.
2. Regn ut Cvi+1/2 = I_l exp ( — %Ql) VV;TE
3. Regn ut m+1 = VVZ exp (hQZ’Jrl/Q)

For & regne ut feilen i midtpunkts-metoden sa regner vi ut noen deriverte av W;,; med hensyn
pa h. Vi har

Wi.(0) = Wi, (35)
W/, (0) = Wi(QF +Q(0)). (36)

2d'(0). Vi far derfor Taylorutvikling for W, (h) lik

Vi har brukt at @’Z'.H/Q(O) —

W;(h) = W; + hW;Q + h;(m +Q(0)) +O(h®). (37)

Feilen i midtpunktmetoden blir derfor
Wi(h) — Z(h) = O(h?). (38)

Det er det samme som feilen i den klassiske midpunktmetoden som dere finner i Sauer.

6



4.3 'Trapes-metoden

Trapes-metoden tar ogsa utgangspunkt i Eulers metode. Den brukes til a finne et gjenomsnitt
av & mellom W; og W, 1. Trinnet for a finne W, fra W; er som fglgende

1. Regn ut o, = I‘1Win/.

2. Regn ut &, = I Lexp ( - th)WiTE.

3. Regn ut Wiy = Wiexp (5(51 + 5y))

4.4 Runge-Kutta RK4

Trinnet for a finne W;,, fra W; er beskrevet i punktene 1-5 nedenfor. I hvert ledd regnes »; fra
0; pa samme mate som {2 utregnes fra .

1. Regn ut &, = ["'W/L.

2. Regn ut & = I-Vexp (- (h/2)5 )W/ L.

3. Regn ut o3 = I 'exp ( - (h/Q)Zg)I/I/ZTE.

4. Regn ut &, = I~ exp ( - h23)WiTE.

5. Regn ut Wiyy = Wiexp (4(51 + 25 + 255 + )

4.5 Runge-Kutta-Fehlberg

Akurat som for standard Runge-Kutta-Fehlberg sa regner vi ut to verdier og aproksimerer

feilen. Skjemaet for Runge-Kutta-Fehlberg er gitt ved L‘i =

B
0
1] 1
1| 1
3 3 9
8 | 32 32
12 | 1932 7200 7296
13 | 2197 2197 2197
1|89 _g 3680 845
216 513 4104
1] _ 8 9 3544 1859 11
2 27 2565 4104 40
75 0 1408 2197 1
216 2565 4104 5
16 0 6656 28561 9 2
135 12825 56430 50 55
Skjemaet brukes pa fglgende mate
1. Regn ut ¢y = I"'W}7
2. Regnut &, = I! hao1 21 )
L.

4. Regn ut 7, = I texp

5. Regn ut &5 = I~ texp

L.
exp (-
3. Regn ut &5 = I~V exp (= h(as Y1 + a32z:2))w
(-
(-

7

h(agnXy + agds + a4323)>Y/VZ»T[_:.

h a5121 + (15222 + (15323 —+ (15424))W [_:



6. Regn ut 66 = Iil €exXp ( — h(aﬁlEl + CLGQEQ + CL6323 + CL64E4 + CL65E5)>VV1~TE.
7. Regn ut Wi, = Wjexp (h(bnzh + b122y + b13X3 + D142y + b15Xs + b1626))

8. Regn ut Z; 1, = Wjexp (h(b2121 + baXg + bagXs + basdiy + basXs + b2626))

9. Regn ogsa ut AW = W41 — Z;11 og E = \/trace(AWTAW). Der sporet (trace) av en
matrise er summen av diagonalelementene (trace A = a1 +ag+ass). E er da et tilnsermet
mal pa feilen i utregningen av W, ;.

Dere kan bruke samme metode som i Sauer til & oppdatere steglengden h ved hjelp av E og en
toleranse.

5 Utledning av formelen for exp(hf))

For de spesielt interesserte gir jeg en slags utledning av formelen over. Vi bruker rekkeutviklin-
gen til eksponentialfunksjonen e® og erstatter x med hf).

h’2 2 h3 3 h4 4 h5 5 h6 6 h7 7 h" n
h22 h32 h422 h54 h642 h76 hnn
Q2 QZ h2 ) h4 oo h6 P
:]dgxg—i‘ﬁ—E—F?Q —EMQ —i—an + -
SIS R L
0?2 Q
= Id3x3 + (1 — coswh)— + (sinwh)—.
w w

6 Litt om integraler over masser

Tyngdepunktet til en kule ligger i dets senter. Om man har to like tunge kuler vil tyngdepunktet
ligge i punktet midt mellom disse. Matematisk kan vi beskrive dette ved hjelp av vektorregning.
Hvis posisjonene til de to kulene er bestemt av vektorene 77 og 7 sé er det felles massesenteret
lik %(ﬁ + 7). Om massene er forskjellige sé er det felles massesenteret lik

mlf’l +m27_”2

ToM = (40)
my + Mo
For flere masser mq, ms, ms, - - - my er massesenteret lik
1 N
o = 37 >yt (41)

7

For et kontinuerlig legeme med masse M sa tenker vi oss at ve deler opp legemet i mange
sma deler Am;, hver med massesenter 7;.

. 1 X
oM =57 ZZ: 7 Am;. (42)
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Nar N gar mot uendelig, kaller vi grensen for et trippel integral. Vi skriver dette pa formen

SOom 1
Fon = = / / /M 7 dm. (43)

P& komponent form far er massesenteret gitt ved

1 & 1 ¥ 1 ¥

Et legeme som roterer om x aksen med vinkelhastighet w har hastigheten ¥ = w(0, —z, y). Drei-
emomentet om origo til massen m er m7 X v = m(x,y, z) x (0, —z,y) = m(y* + 22, —xz, —xy).
Samlet dreiemoment for et legeme som roterer om x-aksen er

L= Zw(yf + 27, —xizi, — iy Am. (45)

=1

7 Treghetsmoment til en T-ngkkel

Figur 2: Figuren viser en modell av T-ngkkelen. Malene pa aksene er i cm.

En T-ngkkel har folgende dimensjoner. Handtaket har form av en sylinder med lengde
Ly = 8cm og radius R; = 1.0cm. En sylinder med lengde Ly, = 4.0 cm og radius Ry = 1.0cm
er festet midt pa handtaket og star vinkelrett pa dette. Massetettheten til begge sylinderne
er p = 6.7 gram per kubikkcentimeter. La handtakets akse ligge parallelt langs y-aksen og
la den andre sylinderen akse ligge langs x-aksen. Massesenteret til handtaket ligger i punktet
x = —1.0cm pa x-aksen og massesenteret til den andre sylinderen ligger i punktet x = 2.0 cm
pa x-aksen. Massen til T-ngkkelen er M = 127p ~ 253 gram. Massesenteret til T-ngkkelen
ligger i origo. Treghetsmomentet til ngkkelen er gitt ved

_ MR MG MpRj

I, = 4
4 12 2 (46)



MyL?2 MR> MyR2 M,L2
I — M R2 2 1 2 2 47
vy e L S R N (47)
M,L2 M,R? M,L? MyR? M,L2
-[zz — M R2 2 1 1 2 2 48
Wt et T s T (48)

og I,y = I, = I, = 0, der M er massen til handtaket og M, er massen til den andre delen.

8 Oppgaver

Oppgave 1. I denne oppgaven skal dere implementere funksjoner dere trenger.

a) Implementer eksponentfunksjonen i likning (21). Input skal veere en matrise pa for-
men (18). Funksjonen bgr ta inn bade h og €2 som input. Lag et testprogram som sjekker
om output X er en matrise som oppfyller kravet X7 X = Idsys.

b) Implementer en funksjon som regner ut energien til et roterende legeme som har treg-
hetsmoment [ og rotasjonsvektor &. Denne vil dere trenge til & sjekke om simuleringene
bevarer energien til T-ngkkelen. (PS! trenger ogséa X).

¢) Regn ut treghetsmomentet til T-ngkkelen ved & bruke formelen i forige avsnitt.

Oppgave 2. Gitt spesialtilfellet der legemet er en kule. Dere kan da anta at treghetsmomentet
er lik identitetsmatrisen. La ogsa startbetingeslen til X (¢) veere lik identitetsmatrisen. Dvs.
X(0) = Idsxs. La L =(1,0,0). Lgs likningene (19) og (20) eksakt.

Oppgave 3. Implementer varianten av Eulers metode gitt i likning (25) i avnsitt 4.1. Og test
metoden pa systemet som bestar av likningene (19) og (20). (Hint: Lgs oppgave 2 nummerisk
og sammenlign med eksakt lgsning.)

Oppgave 4. Implementer varianten av RK4-metoden beskrevet i avsnitt 4.4. Dere kan om
dere vil implementere varianten av Runge Kutta Fehlberg-metoden (RKF45) som er beskrevet
i avsnitt 4.5. Veer ngye pa & implementere metoden ngyaktig slik den star. En liten feil i
koefisientene vil gjgre metoden omtrent like ungaktig som Eulers metode.

Oppgave 5. Bruk implementeringen av RK4 eller RKF45 til a lgse systemet. Benytt treghets-
momentent til T-ngkkelen som ble utregnet i tidligere oppgave. Bruk X (0) = Idsx3, (3 X 3
identitetsmatrisen). Beregn L slik at &(0) har lengde ca lik 1 ved tiden 0. Kjor eksperimentet
med

a) &(0) = [1,0.05,0]"
b) @(0) = [0,1,0.05]"
c¢) &(0) =[0.05,0,1]"
Steglengden lar dere veere sa liten at energen ikke endrer seg nevneverdig.

Oppgave 6. Tegn opp komponentene til lgsningene X fra oppgave 5 som ni funksjoner av
tiden.

Gi en tolkning av disse grafene. Alternativt kan dere lage en 3-D animasjon av T-ngkkelen
som roterer.
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9 Evaluering

Prosjektet teller 20 %' av karakteren, og det er rapporten (bade innhold og form) som danner
grunnlaget for prosjektkarakteren.
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