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Introduksjon

Denne boken er laget fra forelesningsnotater i faget TVM 4116 Hydromekanikk.

Hydromekanikk faget bygger pa flere forskjellige vitenskaper som omhandler strgmning av vann.
En av vitenskapene er fluidmekanikk, som har fokusert pa beskrivelse av stremning ved hjelp av
komplekse differensialligninger. Tidlig arbeide ble gjort i Frankrike av Prof. Claude Louis Marie
Henri Navier, som var professor ved Ecole Polytecnique in Paris fra 1819 til 1831. Han utledet
Navier-Stokes ligninger i 1822. Disse ligningene beskriver fluidbevegelser i en generell
tredimensjonal geometri. Uheldigvis viste det seg vanskelig a lgse ligningene analytisk for en
kompleks geometri. Det utviklet seg derfor en annen vitenskap, Hydraulikk, som var mer orientert
mot lgsninger av praktiske problemer for ingenigrmessige formal. Hydraulikken bruker enklere
algebraiske formler med empiriske konstanter. Fysiske modellforsgk er utbredt innen hydraulikken,
bade til kalibrering av formlene og til & bestemme komplekse strgmningsforhold.

Pa det tidligere NTH var disse to vitenskapene ogsa representert i to fag: Mekanikk 2, som bestod
av fluidmekanikk og som ble undervist av Institutt for mekanikk og faget Hydraulikk som ble
forelest av Vassdragsteknikkgruppen (VT) ved Institutt for vann og miljateknikk. Pa 1990-tallet ble
disse fagene slatt sammen til faget Hydromekanikk. En tok ogsa med endel bglgeteori som ble
forelest av en gruppe innen Marin byggteknikk (MB). Dagens fag foreleses i like store deler av VT
og MB.

Hydromekanikk faget er unikt for studieretning Bygg og miljgteknikk siden dette foreleses i stedet
for et fluidmekanikk fag. De andre ingenigr-studieretningene ved NTNU har fremdeles et
fluidmekanikk fag. Forskjellen mellom dette faget og Hydromekanikk er for det fgrste at
Hydromekanikk inneholder mer hydraulikk, dvs. praktiske formler for lgsning av ingenigrmessige
problemer. Det inneholder ogsa bglgeteori, som ikke er med i alle fluidmekanikk-fagene. Og siden
det er mer hydraulikk og bglgeteori, blir det mindre plass til klassisk fluidmekanikk.
Hydromekanikk faget inneholder ogsa laboratoriegvinger.

I de siste 30 arene har en hatt en stor utvikling av kapasiteten pa datamaskiner, som gjgr at det na er
mulig a lgse Navier-Stokes ligninger for komplekse praktiske problemer. Denne vitenskapen heter
numerisk stremningsmekanikk, eller Computational Fluid Dynamics (CFD) pa engelsk. CFD ble
tatt i bruk av maskiningenigrer for mange ar siden, men den er enda ikke helt tatt i bruk innen
byggfagene. Dette fagfeltet vil revolusjonere strgmningsberegninger innen byggfagene i arene som
kommer. Denne utviklingen er noe dagens bygg-studenter kan vere med pa. Resultater fra CFD
beregninger vil ogsa i utstrakt grad bli benyttet i faget Hydromekanikk for a illustrere forskjellige
strgmningsfenomener.

Hydromekanikk faget kan deles i fire deler, der Marin byggteknikk (MB) og Vassdragsteknikk (VT)
foreleser to deler hver:

Del 1. Hydrostatikk, foreleses av MB

Del 2. Grunnligninger fra fluidmekanikk, foreleses av VT

Del 3. Dimensjonsanalyse, strgmning rundt objekter og bglgeteori. Foreleses av MB

Del 4: Rgrstrgmning og stremning med fritt vannspeil, klassisk hydraulikk. Foreleses av VT



Dette kompendiet omhandler kun del 2 og 4 av faget.

Praktisk informasjon om dette kompendiet: Etter noen overskrifter er det henvisning til et sidetall i
fra lereboken “Engineering Fluid Mechanics”. 8. og 9. utgave av denne boken er forfattet av Crowe
et al, mens 10. utgave er forfattet av Elger et al. Det andre tallet etter sidehenvisningen er hvilken

utgave av boken som menes. For eksempel: (81-8, 78-9) menes side 81 i 8. utgave av boken og side
7819. utgave.
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Del 2. Grunnligninger

I denne delen av faget utleder vi grunnligningene for fluidstremning. Disse ligningene kan vere pa
differensialform og gjelde for en generell 3D geometri, eller de kan vere pa integralform der de er
forenklet til endimensjonal situasjon. Utledningen av ligningene bygger pa forskjellige fysiske
lover, enten

- Kontinuitet av vann i et volum: Like mye vann strgmmer inn som ut
- Kraftbalanse: Newtons 2. lov: Summen av krefter = masse ganger aksellerasjon
- Energibevarelse langs en strgmlinje.

De to siste av disse lovene gjelder ogsa for faststoffmekanikk/dynamikk, og de er ofte brukt innen
andre fag.

Navnet pa en ligning kan veere forskjellig om den er pa integralform eller pa differensialform.
Tabellen under gir navnet pa ligningene, og klassifiserer de etter hvilken lov de bygger pa.

Lov Faststoff- Fluidmekanikk Fluidmekanikk Kapittel i lerebok
mekanikk Integralform Differensialform

Kontinuitet Kontinuitets- Kontinuitets- 5
ligningen ligningen

Newtons 2. lov F=ma Impulssatsen Navier-Stokes 6

lignigner

Energibevarelse | E=1/2 mv’+mgh |Bernoullis ligning | Turbulensmodeller 4087

Energiligningen | (Ikke pensum)

Bruk av ligningene

Her er en liste over eksempler pa hva en kan bruke ligningene til. Ligningene brukes direkte til
lgsning av slike problemer i konsulentfirmaer og andre organisasjoner som arbeider med hydraulikk
og stremning. Problemstillingene finnes ogsa igjen i gvingene i faget og pa eksamen.:

. Finne krefter pa: opplagringspunkter for rgr, brokar, sylindre etc.

. Finne ngdvendig pumpeeffekt for & pumpe vann fra ett sted til et annet.

. Finne energitap i rar og bend

. Finne ngdvendig diameter pa rer for a transportere vann fra ett sted til et annet
. Finne ruheten pa rar for et gitt friksjonstap

. Finne effekt av vannkraftverk

. Undersgke fare for kavitasjon

. Undersgke fare for oversvemmelse

. Designe ventilasjonssystemer

OO UT A WN -




10. Beregne vindkrefter pa bygninger, broer, oljeplattformer etc.

Vi har kun 12 timer til & ga igjennom kapittel 4-7. Dette er ikke nok tid til a dekke alt, slik at vi vil
gjore et utvalg av stoffet i boka. Vi vil ga igjennom endel eksempler pa bruk av ligningene i del 2 av
faget, men det vil bli mange flere eksempler pa bruk av disse ligningene i del 4 av faget.

Merk at faget ikke kun omhandler problemstillinger mot marin og vann/miljg omradet. De samme
ligningene og den samme teorien brukes for a beregne vindkrefter mot konstruksjoner og stremning
i ventilasjonsanlegg. Studenter som velger for eksempel studieretning Konstruksjonsteknikk vil
derfor ogsa ha nytte av faget.



Kapittel 4. Fluidbevegelser

Dette kapittelet inneholder endel beskrivelser av strgmninger og hvordan dette kan beregnes. Et av
de viktigste poenget med dette kapittelet er & leere om Bernoullis ligning. Sammen med
kontinuitetsligningen er dette den mest brukte ligningen for a lgse hydrauliske problemer. Kapittelet
inneholder ogsa endel eksempler pa bruk av ligningen.

4.1 Streamningbeskrivelse

En generell stremning i en kompleks geometri er tredimensjonal. Et eksempel er gitt i figuren
under, som viser hastighetsvektorer ved vannoverflaten i inntaksreservoiret Kapunga. Vannet
kommer inn i elva nede til venster og gar delvis over demningen til hgyre, og delvis inn i inntaket
som er gverst til hgyre. Vi ser at vi har to store resikulasjonssoner i reservoiret.

Figur 4.1.1. Beregnede
hastighetsvektorer langs bunnen
av Kapunga irrigasjonsreservoir i
Tanzania. Reservoiret er sett
ovenfra. Vannet stremmer inn
nede til venstre og ut til hgyre.

20.0 m
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Siden vi ser reservoiret direkte ovenfra er hastighetsvektorene i figuren todimensjonale. Men for en
generell geometri der vi for eksempel har variasjon i vanndybden, vil hastighetene variere ogsa i
vertikal retning. For en generell situasjon vil derfor hastighetsvektorene vere tredimensjonale.

Stremlinjer

Bernoullis ligning og Energiligningen, som vi kommer tilbake til senere, gjelder langs en
strgmlinje. Vi ma derfor vite hva en strgmlinje er. Det finnes tre uttrykk som brukes i denne
forbindelse: stilinjer (pathlines), streklinjer (streaklines) og strgmlinjer (streamlines).

Stilinjer og streklinjer brukes i laboratorieforsgk der en gnsker a visualisere et komplekst
strgmningbilde.

Stilinjer viser linjer fra en partikkel (bglger), f. eks. en lysende partikkel pa en film.

Streklinjer starter fra samme punkt (fiskekar), f. eks. utslipp av rgyk fra et punkt. Dette er
analogt med en linje definert med mange partikler.

Stromlinjer, F, er definert fra at hastighetsvektoren alltid er en tangent til strgmlinjen.

Alle tre typer linjer faller sammen ved stasjoner strgmning

Stasjoneer strgmning betyr at i ett fast punkt vil en ikke ha en forandring i vannhastigheten over tid.
En har da at:

du_,

dt
Figuren under viser strgmning i et rgr, der rgrveggene er markert med sorte linjer. Vannet strgmmer
fra venstre mot hgyre. Fra venstre slippes det en rgd kule i strgmmen, etterfulgt av mange bla. Etter
noe tid, starter det & stremme vann inn nedenfra, langs den perforerte veggen. Alle de bla kulene vil
derfor forskyve seg oppover, slik som vist pa figuren under. Den rade kula har imidlertid fulgt
banen som vises med den rgde linja.

Den bla linja blir kalt en streklinje, mens den rgde linja blir kalt en stilinje. En strgmlinje er definert
slik at den alltid er parallell med hastighetsvektoren i ethvert punkt.



Hvis vi ser pa en hastighetsvektor som er en tangent til en strgmlinje, sa vil den ha komponentene
dU og dV. Siden retningen av strgmlinjen er parallel med hastighetsvektoren, vil vi ha:

QZQ eller
dy V

dx_dy
u- v

Eksempel: Gitt stremningsfeltet: U=ax, V=-ay. Finn en ligning for strgmlinjene.

Lgsning:
dx _ —dy _ _ _
—=—=" Integrerer: Inx=—Iny+C Eller Inx+lny=C Eller Inxy=C
ax ay
Opphgyer fra e:
C
C 2
xy=e =C X=—
Y 2 y

Dett blir hyperbler for forskjellige C, verdier.

Metoder for analyser av stremningsmgnstre

Det finnes i hovedsak tre forskjellige methoder for a analysere strgmningsmegnstre:

1. Analytiske metoder
2. Eksperimentelle metoder
3. Numeriske metoder (CFD)

Ved analytiske metoder lager man forenklinger slik at en kan Igse ligninger i en dimensjon. Disse
ligningene vil vi leere om i dette faget. Sa lenge stremningssituasjonen kan forenkles, s er dette den

hurtigste maten a finne svarene pa. Men hvis strgmningssituasjonen er for komplisert, ma en bruke
en av de to andre metodene.

Eksperimentelle metoder

I eksperimentelle metoder bygges en modell av strgmningssituasjonen, ofte i en nedskalert versjon.
For & finne ut hvilken hastighet vannet skal ha i laboratoriemodellen, brukes Froudes modellov:

Fr=

Vigy)

Froude tallet skal veere det samme i prototype og modell. I laboratoriegvingene i faget vil vi se
nermere pa denne metoden.

10



Bildet viser en laboratoriemodell av et
vannkraftinntak i en elv, fra Universitetet i
Innsbruck. Dimensjonene pd modellen er
slik at den passer inn i en container. Det er
ogsd vist noen rgde plastbiter, som brukes 5
til @ modellere sedimenter. Ett av de b
ingenigrmessige spgrmdlene i prosjektet er
hvordan en skal utforme inntaket slik at en
unngdr da fa mye sedimenter inn i
vannveiene.

(Foto: N. Olsen)

Numerisk stramningsmodellering: Computational Fluid Dynamics
(CFD)

Et alternativ til laboratorieforsgk er & bruke numerisk stremningsmodellering, som pa engelsk heter
computational fluid dynamics (CFD). En deler da vanngeometrien inn i celler, og lagser ligninger for
vannhastighetene, trykk og turbulens i hver celle. De ligningene som lgses heter Navier-Stokes
ligninger, og disse skal vi utlede senere i faget.

CFD kan i prinsippet beregne stremning i en generell geometri og derfor benyttes pa meget
komplekse strgmningssituasjoner. Men metoden krever mye regnekraft, og har derfor blitt mer
populer i de senere arene, i tilknytning til gkt kapasitet pa datamaskinene. CFD benyttes som et
standard verktgy for maskiningenigrer, men har dessverre ikke blitt like mye benyttet innen
vannfag. Dette er imidlertid i ferd med & forandre seg.
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Figuren til hgyre viser e
beregningsnettet for Kapunga ,9%%25:2_
reservoiret i Afrika, sett ¢@%%§%§%’=_‘_
ovenfra. De beregnede %%@%ﬁgﬁ'
vannhastighetene ble vist /l// Wgﬁsﬁ'
tidligere i kapittelet. Jflzg%%%%%%“
ittt
il ""l}';‘ 4

20.0 m

Level 2

CFD vil bli benyttet mye i Hydromekanikk til 4 illustrere strgmningssituasjoner.

Uniform og stasjonaer stremning

Uniform strgmning er et begrep som brukes for a forenkle en strgmningssituasjon i forbindelse med

energitap i rer og kanaler. For a bruke mange av ligningene, ma vi anta uniform strgmning.

Uniform stremning betyr at fluidhastigheten er lik for alle punkter langs en strgmlinje. Dette kan
ofte antaes i en lang, rett kanal med konstant bunnhelning og bredde. Eller i et rgr med konstant

tykkelse. Dersom det er en forandring av dybden eller hastigheten, vil stremningen vere ikke-
uniform. Uniform stremning betyr ogsa at hastighetsvektorene til alle partiklene er parallelle.

Stasjoner strgmning betyr at hastighetene til alle punktene i geometrien ikke forandrer seg med

tiden. Hvis de gjor det, er strgmningen ikke-stasjoner. En uniform stremning er stasjoneer.

Laminaer og turbulent stramning

Nar en har en stremning med relativ stor hastighet i en stor geometri og en relativt lav viskositet, vil

det kunne oppsta turbulens. Turbulensen oppstar der vi har de stgrste hastighetsgradientene i
strgmningen. Der vil det dannes en ikke-stasjonar hvirvel. Denne hvirvelen vil igjen lage nye

hastighetsgradienter, som gjor at det dannes nye, litt mindre hvivler. Disse lager igjen nye og litt

mindre hvivler. Hvirvlene som dannes blir mindre og mindre, helt til vi kommer ned pa en stgrrelse
som gjor at de viskgse kreftene blir relativt store. Viskositeten vil da dempe ut hvirvlene, og mindre
hvirvler dannes ikke. Hvis viskositeten er veldig stor, vil alle hvirvler dempesut med en gang. Dette

gjor at en ikke ser noen hvirvler. En slik strgmning kalles lamineer.
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Merk at hvirvlene er tredimensjonale, slik at gradienter i en retning kan forarsake hvirvler i en
annen retning.

Hvirvlene vil transportere vannpartikler med varierende hastighet pa tvers av strgmretningen. Pa
grunn av friksjonen mot veggen, vil partikler som stremmer i et rgr ha stgrst hastighet i midren av
rgret, og minst hastighet mot veggen. De turbulente hvirvlene vil transportere endel partikler med
stor hastighet fra sentrum av rgret og ut mot veggene. Det vil ogsa transporteres partikler med liten
hastighet fra omradet rundt veggen til midten av reret. Dette gjor at hastighetsprofilet i turbulent
stremning ser anderledes ut enn profilet i lamineer strgmning. Vi skal senere i kurset se neermere pa
formler for hastighetsprofiler for laminer og turbulent stremning.

I forelesningen viser vi en video av turbulent stremning over en sanddyne. Figuren under viser et
lengdesnitt av geometrien, der det rede omradet er fluid og det bla er selve dynen.

Figuren under viser vannhastigheten, der rgdt er hgy hastighet og blatt er lav vannhastighet. Vannet
stremmer fra venstre mot hgyre. Strgmningen separerer pa toppen av dynen, og en
resikulasjonssone dannes nedstrgms dynen. Dette farer til sterke hastighetsgradienter i dette
omradet, og dannelse av turbulens.

Reynolds tall

Siden endel av formlene vi bruker er forskjellige ettersom strgmningen er laminer eller turbulent,
trenger vi en metode for a finne ut nar vi har hvilken type stremning. Reynolds gjorde endel
ekperimenter for a finne ut av disse. Dere skal gjgre de samme eksperimentene pa en
laboratoriegving. Reynolds fant ut at en kunne bruke en dimensjonslgs parameter, som har blitt kalt
Reynolds tall. Den er definert som:
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L er en karakteristisk lengde, for eksempel vanndybden i en elv, eller diameteren pa et rgr. U er
gjennomsnittshastigheten over tverrsnittet. Den kinematiske viskositeten, v, kan taes fra Tabell A.5 i
leereboka (utg. 9 og 10), der den er gitt som en funksjon av temperaturen til vannet. Hvis en ikke vet
temperaturen, kan en anta at viskositeten er 10°® m*/s.

Det Reynolds fant ut var at det blir turbulent strgmning for Re > 2500, og laminer stremning for Re
< 2000. I omradet mellom 2000 og 2500 er det litt usikkert hva slags type strgmning vi har. Dette er
vanligvis ikke noe stort problem, da Reynoldstallet varierer over mange stgrrelsesordner. I alle
naturlige elver, vanntunneller, avlgpsrar og vannkraftrgr vil vi ha turbulent strgmning. Laminer
stremning opptrer oftest i fysiske modeller eller i rer med veldig sma dimensjoner og lave
hastigheter.

Turbulent stremning betyr at en ofte kan anta tilneermet konstant hastighetsfordeling over
tverrsnittet i rer/kanaler. Dette vil bli forklart mer i detalj senere, nar vi ser pa formler for
hasitghetsfordelinger over et tverrsnitt.

Eksempel:

I et rgr med 0.1 meter diameter er gjennomsnittshastigheten 0.2 m/s. Er det turbulent eller lamineer
strgmning i rgret?

Vi regner ut Reynolds tallet: Re = 0.1 x 0.2 / 10-6. Viskositeten er 10-6 ndr det ikke er oppgitt en
temperatur. Reynolds tallet blir 20 000. Siden dette er storre enn 2500, er stromningen turbulent.

Hvis temperaturen er oppgitt, kan vannets viskositet finnes fra Tabell A5 bak i Iereboka.

Bildet viser Reynolds tall stasjonen
for laboratoriegvingen. Vannet
strommer opp i mellom de gronne
kulene, og inn i trakta i beholderen.
Derfra ut igjennom raret mellom
beholderen og benken. Pa toppen av
beholderen er det en flaske med
fargestoff. En ndl bringer fargestoff
ned til trakta, slik at en far en
fargestrdle i raret. En kan derved se
om stromningen er laminer eller
turbulent.

Ved d variere vannferingen, kan en se
hvilke Reynolds tall som gir lamineer
stremning og hvilke som gir turbulent
stromning. (Foto: N. Olsen)




Reynolds tall for en strgmning med fri overflate beregnes fra formelen:

Ur,
Re=—— der r,=

Det er her brukt begrepet hydraulisk radius, r,, definert som tverrsnittsarealet, A, til strgmningen
dividert pa vat omkrets, P. Vat omkrets er lengden av tverrsnittet som har kontakt med vannet.

For kanaltverrsnittet til hgyre vil vi ha en bredde b og en
dybde h. Arealet og vat omkrets blir da: 4

A=hb og P=2h+b h

__hb
2h+b - -

som gir: r,

For et sirkulert rgr med diameter D kan vi regne ut at
rn=D/4. Dette betur at hvis vi erstatter D med 4ri definisjonen av Reynolds-tallet, kan vi bruke
dette tallet for a beregne om det er turbulent eller laminer stremning i ikke-runde ror.

4.4 Akselerasjon

Utledningen av akselerasjonen til en vannpartikkel er nyttig i forbindelse med & komme frem til
Navier-Stokes ligninger. Disse bygger pa Newtons 2. lov: Kraft = masse * akselerasjon. Nar vi har
et uttrykk for aksellerasjonen, finner vi derfor enkelt to av de fire leddene i Navier-Stokes ligninger.

Nar vi skal beskrive stremningen, ser vi forst pa en
fluidpartikkel i et tredimensjonalt koordinatsystem som vist
pé figuren til hgyre. Posisjonsvektoren, 7 , til partikkelen
er ogsa tredimensjonal.

r=xi+y j+zk

- -

Herer i , j ,og k enhetsvektorer i de tre
dimensjonene. Hastigheten til partikkelen far vi ved a
derivere posisjonsvektoren med hensyn pa tiden.
Hastighetsvektoren er ogsa tredimensjonal:

ﬁ=%f+%j+%l§:uf+v3+w}

Her er u, v og w definert som hastighetskomponentene i de tre retningene til fluidpartikkel. Denne
definisjonen av hastigheten i tre dimensjoner brukes bade nar en gjgre malinger i laboratoriet og
ved numeriske stremningsberegninger. En kan da male eller beregne hver av de tre
hastighetskomponentene.

15



Generellt sett vil en hastighet variere i tre retninger, x, y og z, og i tid, t.
ﬁZf(x,y,z,t)

Kjerneregelen gir da for den totalderiverte:

~_oU , aU . oU , oU
DU= dx+ dy+ dz+ dt
ox "oy Ve et
Akselerasjonen blir:

_DU_0Udx,0Udy,oUdz, 0U dt
Dt ~ox dt 8y dt 9z dt ot dt

Qi

De skalare hastighetene u, v og w kan settes inn i stedet for dx/dt, dy/dt og dz/dt. Dette gir:

. oU oU oU oU
a + + +

~Hox TV ay ez ar

Vi innferer sa tallindekser i de tre regningene. I x-retningen bruker vi indeks 1, i y retningen bruker
vi indeks 2 og i z retningen bruker vi indeks 3. De skalare hastighetene blir:

u=U,v=U,w=Us 08 X=X1, Y=Xo Z=X3,

Akselerasjonsvektoren vi ha tre komponenter, en i hver retning. Hvis vi gir retningen en indeks i
som kan vere 1, 2 eller 3, kan vi skrive en akselerasjonskomponent som:

, U, 3V, 02U, au,
= + + +
@ '9x, ‘*0x, 0x; Ot

i=1,2eller 3

Som igjen kan skrives:

I mange publikasjoner brukes en kortform som heter tensornotasjon. Tensornotasjon betyr at vi ikke
skriver summetegnet foran ledd der vi summerer over to eller flere indekser. Ligningen blir da:

, U, 0,
a=U —*
! J@x]. ot

Det et to typer akselerasjon: tidsavhengig akselerasjon, som beskrives av det fgrste leddet pa hgyre
side av ligningen, og konvektiv akselerasjon, som beskrives av det andre leddet. Den konvektive
akselerasjonen er ogsa til stede i stasjoner strgmning. Et eksempel er strgmning rundt en sylinder.
Foran sylinderen er det akselerasjon av fluid partikler pga. stagnasjon og avbgyning. Men
strgmningen er stasjoner, og forandrer seg ikke med tiden.
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En kan ogsa regne ut akselerasjonen til en partikkel pa et punkt i en stremning hvis en har gitt en
ligning for hastighetsfeltet.

Eksempel:
U=2x"ti+3 xy3j+2xz§
Komponentene av hastighetsvektoren i de forskjellige retningene blir:
u="U, =2xt
v =U, = 3xy’
w=U; = 2xz
Regner ut akselerasjonen i et hastighetsfelt i x-retningen, som er retning 1:

oU, U, . 8U, aU,

=U U U
= 16x1+ 28x2+ 38x3+ ot
2(2x°t) 3,02 X°t 92x°t 92Xt
=(2x*t) 222t 2
al ( X t) 8X +(3Xy) ay +( XZ) az + 8t

a,=(2x°t)(4xt)+(3xy’)0+(2xz)0+2x*=8x"t*+2 x°

Setter inn for tiden t=1, i punktet (1,2,2). Dette gir a; = 8+2 =1

4.6 Bernoullis ligning

Bernoullis ligning er er av de meste brukte ligningene innen klassisk hydraulikk. Ligningen forteller
oss at hastighetsenergi + trykkenergi + potensiell energi er konstant langs en strgmlinje. Der vi ikke
har energitap.

Vi starter med a anta uniforme hastighetsprofiler i inn/utlgp. Dette betyr at hastigheten er den
samme over tverrsnittet. Vi skal senere se pa hva som skjer ved ikke-uniforme hastighetsprofiler.

I utledningen ser vi pa en rgrbit
med lengde Al. Det strgmmer vann

igjennom rgret, med hastighet U. Ap*ap)
Tverrsnittsarelet av rgret er A, og
trykket er p. Raret heller oppover
med en vinkel ® i forhold til
vertikal akse. Dette er vist pa

figuren til hayre.
Az




Kreftene pa elementet er trykkrefter og gravitasjonskrefter. Vi ser pa likevekt i stremretningen,
langs en partikkelbane. Vi neglisjerer friksjonskrefter og viskgse krefter.

Gravitasjonskreftene kommer fra vekten av elementet, dekomponert i retningen langs
partikkelbanen:

G=—pgAlAcos(O)

P. S. I lereboka brukes vinkelen a i stedet, der o = 90 grader — ®. Vi bruker at cos(®) = Az/Al
Dette gir:

G:—pgAlA%:—pgAAz

Vi regner positiv retning langs partikkelbanen, dvs. i samme retning som hastigheten. Utrykket blir
negativt, da gravitasjonen virker i motsatt retning av hastigheten. Hvis hastighetsvektoren hadde
pekt nedover, ville vinkelen bli over 90 grader og cos(®) ville da ogsa blitt et negativt tall.
Trykkreftene blir:

F,=Ap-A{p+4p) =-Adp
Newton’s 2. lov gir:

F,+G=ma
Fra tidligere utledninger av akselerasjonen, a, har vi

U,,, 80U, U, . aU,
ot  '0x, *0x, > 0x;

a,=o0

For stasjoner strem forsvinner tidsleddet. Vi antar endimensjonal strgm og at [ er i retning 1. Vi
antar ogsa uniform hastighet over tverrsnittet. Akselerasjonen blir da:

dU
=U—
=

Tilsammen gir dette for Newtons 2. lov:

pAlAUdd—LI]:—pgAAz—AAp

Vi deler pa pgAAl som gir:

1,dU _—Az 1 Ap

g dl Al pg Al
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Nar A gar mot null gar Ap/Al og Az/Al gar mot den deriverte av p og z mhp .

1UdU__dz_ 1 dp

g dl~ dl pgd
Vi gnsker na a skrive venstre ledd som den deriverte av U”. Dette gjgres ved kjerneregelen:

d(U,U,) dUu,  du,

dx 'dx *Us dx

Hvis U; = U, = U far vi:

d(u’)_. ., du dUu _1d(U?)
I =2U x eller U -0 de
Ligningen blir da: i =
T R v E===S===°2
2g dl ~ dl pgdl SE =S ..:é;_:- ESE
Vi flytter alle leddene over pa venstre S = = =3 )

side:

2
d(U’/2g), dz d(plpg)_,
a - dl

eller
d(U*2g + p/pg + z )/dl =0

eller integrert:

2

l+Z+L:k0nstant
2g pg

NOULL) APPARATUS.

langs en strgmlinje

Som er Bernoulli’s ligning.

Bildet viser en stasjon fra laboratoriegvingen, der en skal undersgke Bernoulli’s ligning. Vannet
strommer fra venstre mot hayre i raret, og en har flere trykkuttak. En har ogsa en hul ndl i roret,

som er koblet til et trykkuttak. Ndlen kan beveges, slik at en kan avlese stagnasjonstrykket ved de
forskjellige stedene i kontraksjonen. (Foto: N. Olsen)
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Eksempel pa bruk av Bernoullis ligning: Pitot rar

Figuren til venstre
viser et lengdesnitt av |
s} ror, sett fra siden. statisk Th totalt
annet strgmmer fra trykk A A trykk
venstre mot hgyre. Pa
hovedrgret er det
montert to sSma rar, ett
pa veggen av 4 B
hovedrgret, og ett som — _— —_—
har dpning mot
strgmretningen.

Ved stasjoner strgmning, vil vannivaet i de to mindre rgrene vere forskjellige. Denne forskjellen i
niva, h,, kan relateres til vannhastigheten i hovedrgret, U. Til dette brukes Bernoullis ligning.

Vi bruker Bernoulli’s ligning til & bestemme trykk og hastighet i roret: Bernoulli fra punkt A til
punkt B blir:

2
z +&+U—A:z +P5, Us

" pg 2g pg 29

Vi ser at za = zg, 0g at Ug = 0. Dette gir:

U_A2 DB~ DPa

29 pg

Trykkforskjellen mellom punkt A og B er gitt i fglge hydrostatikk:
Ps—Pa=pgh,
Nar dette settes inn i ligningen over, far vi:

Ua=v (2ghu)

Regneeksempel: I et ror mdles hastighetshayden til 0.2 m, med et pitotrer. Hva er hastigheten?

U,=V(2gh,)="(2%9.81m/s*%0.2m)=2m/s

Hastigheten i rgret er 2 m/s.
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Regneeksempel: Bernoulli: Trykk i kontraksjon: Et horisontalt rar snevres inn. Hva blir
trykkforskjellen mellom for (a) og etter (b) innsnevringen? Hastigheten for innsnevringen er 2 m/s
og hastigheten etter innsnevringen er 10 m/s.

a
b
U=2m/s

Lasning: Bernoulli’s ligning brukes sa til d finne trykkforskjellen, AP = P-P,

P, U; P, U,
a =z, +—+—

pg 29 pg 29

Siden raret er horisontalt, er z,=z,. Lgser ligningen mhp. Trykkforskjellen AP:

APZ%pUbZ—%p U,=0.5%1000kg/m’*10m/s’—0.2%1000kg/m’*2m/ s*= 48000 Pa

Trykkforskjellen er 48 kPa, dvs. det er 48 kPa trykk mindre i innsnevringen enn for den.

Har her antatt at det ikke er energitap i systemet. Dette ser vi pd senere, i kapittel 7.
Eksempel: Lukepropp (Figurer: N. Olsen)

En lukepropp er en betongkostruksjon som brukes til a holde en luke pa plass i en tunnel.
Konstruksjonen medfgrer en kontraksjon av strgmningen, som medfgrer et energitap. Figuren under
viser et lengdesnitt av stremningen gjennom lukeproppen. En ser hastighetsvektorer, og fargene
betyr radt for hgy hastighet og blatt for lav hastighet. En ser at i kontraksjonen far en hgy hastighet.

$SlIM OpenGL

Figuren under viser den samme situasjonen, men na viser fargene trykket. Rgdt er hgyt trykk og
blatt er lavt trykk. Nar hastigheten gar opp, vil trykket minske. Men nar hastigheten minskes igjen,
vil trykket komme tilbake. Imidlertid kommer det ikke helt tilbake, siden rgdfargen til venstre i
figuren ikke er lik fargen til hgyre. Dette kommer av et energitap.
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4.8 Rotasjon og hvirvling

Konseptene rotasjon og hvirvling er viktige innen fluidmekanikken. I dette kapittelet utledes
differensialligninger for bestemmelse av hvirvling (vorticity). Hvirvling er en av parametrene i en
strgmning.

- BX -
Figuren til hgyre viser et fluidelement som beveger \
seg. Hastigheten oppover er v, og hastigheten til C
hgyre er u. Vinkelhastighet, Q, er definert som hvor v
fort en linje roterer, i vinkel/sekund: u

_VsTVa_Av_0v y
AXx Ax O0x

QAB

)

_UeTUp_ Au_ Ou X

Q =
P Ay Ay oy

Vinkelhastigheten er positiv mot klokka. Q2cp blir negativ, da hgyere hastigheter i positiv y-retning
vil gi rotasjon med klokka.

Rotasjonshastighet for elementet er lik gjennomsnittet av vinkelhastigheten for linjene AB og CD.
Elementet roterer om z aksen:

_1 _1@v_ou
QZ_E(QAB-'-QCD)_ b (8X ay)

Hvirvling (vorticity) er definert som en stgrrelse lik 2 ganger rotasjonshastigheten:

ov du
=2Q =(=—-=—
0720, -24)

Dette er hvirvlingen om z-aksen. Vi far tilsvarende ligninger for de to andre aksene, som gir at den
totale tredimensjonale hvirvlingsvektoren blir:

0y 0z

oz axj

ow O0Ov,: ,0u Ow\~- ,0v Ou\7
0 k
(GO )i (G- S G- 21

Konseptene hvirvling og rotasjon brukes mye i klassisk fluidmekanikk. Det er brukt i oppgaver og
pa eksamen i fluidmekanikk, da en kan gi inn en formel for et hastighetsfelt, og be studentene regne
ut hvirvlingen eller rotasjonen i feltet.

Eksempel: 4.7 side 110, 8. utg. Hva er hvirvlingen for en todimensjonal stremning beskrevet med
ligningen

U=10xi—10y]
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Svar: Dette betyr: u = 10x og v = -10y. Siden stremningen er todimensjonal, vil de to forste leddene

pd hayre side av den tredimensjonale hvirvlingsvektoren vere lik null. Vi ser kun pa hvirvlingen om
k-aksen.

Innsatt i ligningen for den tredimensjonale hvirvlingsvektoren gir dette at hvirvlingen er null.

5=(Qv_du)p_0(=10y) 0(10x)

_ =0
ox 0y o0x oy
Hadde uttrykket veert:
U=10yi—5x]
ville vi fatt:
6:(@—8—‘%— d(=5x) o(10y) _ s

ox 0y 0x oy

Hvirvlingen ville blitt -15.

4.10 Separasjon

Figuren under viser hastighetsfeltet for turbulent stremning rundt en sylinder. Rgdt er hgy hastighet

og blatt er lav hastighet. Vi har en stagnasjonssone foran sylinderen, og gkt hastighet pa siden av
sylinderen.
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Bak sylinderen far vi en separasjonssone. Denne er ustabil, og en far hvirvelavlgsning som svinger
fra en side til den andre siden. Dette gjar at en kan fa indusert svingekrefter i sylinderen. I
forbindelse med konstruksjoner, er dette fgrst og fremst problematisk ved luftstremning rundt broer,
piper og hgye bygninger. For a finne svingefrekvensen, n, brukes Strouhal nummeret, St:

_nD
U

St

Her er D diameteren pa sylinderen og U er hastigheten oppstrgms sylinderen. Strouhal nummeret
varierer avhengig av sylinderens geometri. For en rund sylinder har eksperimenter funnet verdier i
omradet 0.17-0.22. Resultatet av en slik beregning ma sammenlignes med egensvigningene til
konstruksjonen.

Strgmningsfelt rundt sylindre er ogsa viktig i forbindelse med beregning av lokal erosjon rundt
brokar.
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Kapittel 5. Kontrollvolummetoden og kontinuitet

Kontrollvolummetoden er en metode der en velger seg et kontrollvolum i stremningen og bruker
forskjellige formler pa dette. Valg av kontrollvolum omfatter ofte alle de interessante prosessene,
men ber ellers begrenses for a forenkle mest mulig. Kontinuitetsligningen er en viktig ligning som
kan brukes pa kontrollvolumet. Denne sier at mengden vann som strgmmer inn i kontrollvolumet er
lik mengden som strgmmer ut. En ganske enkel og nyttig ligning. I dette kapittelet skal vi ogsa
utlede endel andre nyttige begreper som vannfgring, Reynolds Transportteorem og kavitasjon.

Lagrangsk/Eulerisk referansesystem

Nar en skal gjgre beregninger pa en fluidstremning, kan en tenke seg to forskjellige
referansesystemer. Disse kalles Eulerisk og Lagrangske systemer.

Et Eulerisk referansesystem er fast i rommet, og vannet beveger seg i forhold til systemet. Et
eksempel er hvis vi holder et instrument pa ett fast punkt i en vannstrgmning, og maler de tre
hastighetskomponentene. Et annet eksempel er en numerisk beregning, der vi beregner hastighetene
i et beregningsnett i fluidet. Nettet star pa samme stedet, men vannet beveger seg. EnFar derfor en
beregning av tre hastighetskomponenter for hver nettcelle.

Et Lagrangsk referansesystem fglger vannpartiklene, og beveger seg derfor i forhold til
kanalbunnen eller rorveggen. Et eksempel er hvis en tar mange bilder av en partikkel som beveger
seg i et stremningsfelt. Et annet eksempel er visualisering innen numeriske beregninger, der et
falger mange partikler for d vise hvordan stremningsfeltet er. En slik visualisering er gitt i
forelesningen, der en har beregnet stremning i et fiskeoppdrettskar. Pa Blackboard ligger det en
lenke til animasjonen. Et bilde fra animasjonen er gitt

til venstre. De to bla nettene er vannoverflaten og . .

bunnen i fiskeoppdrettskaret. En slipper partikler fra Partikler i kar
fire punkter i innlgpet. Hvert punkt far sin farge. Hvis
en trekker en linje mellom for eksempel alle de rgde
punktene, sa far en strgmlinjen fra dette utslippsstedet.

Merk at hastighetsfeltet i karet er beregnet i hver
enkelt celle i et tredimensjonalt beregningsnett som er
star fast over tid. Dette er da en Eulerisk beregning.

Et annet eksempel pa forskjellen mellom Eulerisk og
Lagransk referansesystem er beregninger av
partikkelutfelling i et sandfang pa et vannkraftverk
eller i et utfellingsbasseng pa et vannrenseanlegg. I en
Eulerisk beregning, vil en dele bassenget i celler, og beregne konsentrasjonen av partikler for hver
celle. En Lagrangsk beregning vil fglge mange individuelle partikler, og se hvor de beveger seg.

Et Eulerisk referansesystem brukes i de aller fleste tilfeller i dette faget.
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5.1 Vannfgringer og hastighetsfordelinger

En vannfgring, Q, er definert som et volum vann pr. tidsenhet. Dette kan ogsa skrives som en
gjennomsnittshastighet, U, over et areal ganger arealet, A. En har her antatt at hastigheten peker
normalt pa arealet. Med en formel kan dette skrives:
Q=UA
Vannferingen er en volumstrgmning. En volumstrgmning er volum pr. tidsenhet. Volumfluksen
skrives ofte med bokstaven Q. Massestrgmning er masse pr. tidsenhet. I boka brukes bokstaven M
med prikk over som massefluks. Forskjellen er vannets tetthet, p. Sammenhengen kan skrives som:
M=pQ
SI enhetene for hastighet er m/s, areal: m*, volumfluks: m?/s, og massefluks kg/s.

Enkelt eksempel: Gjennomsnittshastigheten i et rgr er 3 m/s, og rgrarealet er 0.5 m®. Vannfgringen
er 3*0.5=1.5 m?/s.

For kompliserte geometrier og vannhastighetsprofiler kan vi beregne vannfgringen, Q som:
Q= UdA
A

der hastigheten U stdr normalt pa arealet.
Eksempel: Vannfering i en elv:

Hastighetsprofilet i en kanal er gitt ved:

Uly)_ 1130

y
U ks)

Finn vannferingen for en 10 meter bred og 2 meter dyp elv, der u*=0.2 m/s, k=0.4 og ks = 0.1 m

Lasning: Setter forst inn data fra oppgaven i ligningen for hastighetsfeltet:

_U(Y):iln(?,o%) eller U(y)=%ln(300y)

Vi integrerer hastighetsprofilet over dybden, som er 2 meter. Egentlig skal vi integrere fra y=0, men
dette vil gi logaritmen til null, som ikke eksisterer. Vi integrerer derfor fra 0.01 m i stedet.
Vannferingen under y=0.01 meter vil veere noksd liten.
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2
Q=8 [ %1n(300y)dy:12—0[y1n300y—y]O01: [21n600—2-0.011n3+0.01]=53m’/s

0.01 .

Vi har her brukt integrasjonsregelen: f Inaxdx=xInax—x+C

Bildet til hayre viser studenter i faget Hydrologi
som mdaler vannhastighetsprofiler i en gren av
Nidelva. Dette bruker de til a beregne
vannforingen.

(Foto: N. Olsen)

Massestrommer

En vannmengde pr tidsenhet kan defineres som en massestrgm vann i kg/s. Hvis det er opplast et
stoff i vannet, eller det er partikler i vannet, kan vi ogsa definere en massestrgm av stoffet eller
partiklene. Dette gjor vi ved a gange vannfluksen med konsentrasjonen. Hvis vi har et opplest stoff
med konsentrasjon 1 promille (0.001), vil massefluksen av dette stoffet veere lik massefluksen av
vann multiplisert med 0.001. Hvis vi ser pa en flate A som det stremmmer en vannfgring Q
igjennom, og vannet har en stoffkonsentrasjon b, vil vi fa falgende uttrykk for massefluksen av
stoffet:

M,=pQb=pbAU
Vi har da antatt at konsentrasjonen og hastigheten er uniformt fordelt over arealet, og at

hastighetsvektoren star normalt pa arealvektoren. Hvis disse antagelsene ikke er riktige, ma vi i
stedet integrere konsentrasjonen og hastighetsfeltet over arealet:
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5.2 Kontrollvolum metoden

Dette er en metode som brukes til & bestemme hastigheter, trykk, krefter, energitap etc. Prinsippet
gar ut pa a velge ut et kontrollvolum i stremmen, for eksempel deler av et rar. Vi bruker sa en
ligning pa kontrollvolumet. Generellt sett, kan dette vaere for eksempel kontinuitetsligningen for
vannstrgmmen, kraftlikevekt eller en energibalanse.

Nar vi bruker impulssatsen eller kontinuitetsligningen pa integralform, bruker vi den pa et
kontrollvolum. Vi ma da velge et hensiktsmessig kontrollvolum. Dette vil variere etter hvilket
hydraulisk problem og geometri en har. En kan velge hvilket kontrollvolum en vil, men valget vil
medfere mer eller mindre komplisete uttrykk i ligningene. Kunnskapen om 4 velge et
hensiktsmessig kontrollvolum kommer ofte med erfaring.

I lereboka utledes en konvertering av et volumintegral til et overflateintegral. Denne
konverteringen kalles Reynolds Transportteorem, og er beslektet med Divergensteoremet som er
beskrevet i grunnkursene i matematikk.

Divergensteoremet:

[(divF)av=[ F-(7dA)

\%4

Reynolds Transport Teorem
d -\
Ef(pb)dV:f(pr)-(ndA)
\4 A

Reynolds Transport Teorem kan brukes i utledning av Kontinuitetsligningen, Impulssatsen og
Energiligningen.

Hastighets og arealvektorer

Arealvektorene er her definert som:
A=Ah

Nar vi definerer arealvektorene som alltid pekende utover fra kotrollvolumet, far vi riktige fortegn i
felgende ligning for summen av fluksene over kontrollvolumet:
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> AT

Utstrgmningsomradene vil gi en positiv fluks, mens innstrgmningsomradene gir en negativ fluks.
Dette kan ogsa skrives som:

Z(U:T_{JAz

cs

Der n er normalvektoren til flaten, og arealet A er en algebraisk stgrrelse.

Utledning av Reynolds Transport Teorem

Vi ser pa et kontrollvolum som inneholder en variabel b. Dette kan for eksempel vere en kon-
sentrasjon, lokal hastighet el. lignende. Totalmengden av b i volumet kalles B, og kan beregnes ved
a integrere b over volumet:

B={pbdv
v

Tettheten p er med som en definisjon pa forholdet mellom b og B. Dette kan vi definere fritt
ettersom om Vi vil at variablene skal vere tilknyttet volum eller masse. Forholdet mellom de blir da
tettheten. Med denne definisjonen blir B en masse hvis b ikke har noen benevning.

Eksempel: En flaske ol har 4.5 volum % alkohol. Alkoholkonsentrasjonen er da b=4.5 %. B blir
massen av alkoholen i flasken: Volumet av gl (0.33 1), multiplisert med tettheten til alkohol (0.78
kg/liter) multiplisert med konsentrajonen. Dette blir:

B=0.331*0.78kg/l *4.5/100 = 11.6 gram

I utledningen av Reynolds transportteorem gnsker vi a finne et uttrykk for fluksene gjennom en
flate gitt ved variablene B og b.

Vi ser pa en flate i stremningen som har areal A.
Igjennom flaten strgmmer det fluid med hastighet

U. Veasken inneholder b. I lgpet av tiden At vil U
vasken ha beveget seg en distanse lik As. Dette er — >
markert som et volum i figuren, lik AV. Mengden pb

av B i dette volumet er AB, som er gitt fra A
definisjonen:

AB= [ pbdV=pbdA-As

AV A

As
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Vi har ogsa at As = UAt. Dette gir

AB=[pbdA-UAt=[pbU-dAAt
A A

Eller

AB
AB_robuda
At {p

Nar A gar mot null far vi:
dB
—=| pbU-dA
dt ~£ P
Vi bruker sa definisjonen av B som er gitt tidligere: B :_f pbdV som gir:
v

d = .
E“[pde—fpr dA

A

Hvis U vektoren ikke star normalt pa flaten A vil vi i stedet fa:

%f pbdV= f pbU-dAcosf}  derb er vinkelen mellom U vektoren og flaten A.
\%4 A

Vi ser at U dA cos b er lik prikk-produktet mellom vektoren U og arealvektoren til arealet A.
Ligningen kan derfor skrives

d - -
E.‘[pde:./[pr-dA

Dette er Reynolds Transportteorem.
Sammenlignet med ligning 5.23-8, 5.22-9 i boka, har vi antatt at det ikke er noe forandring av B
inne i kontrollvolumet. Dette kommer av at vi antar fluidet er ikke-kompressibelt. Det vil det nesten

alltid veere for vann. I boka ma en ogsa ta hgyde for kompressible veesker, for eksempel luft, og da
far en et ekstra ledd, som vi ser i ligning 5.23-8, 5.23-9.

5.3 Kontinuitetsligningen

En generell form av kontinuitetsligningen kan faes ved a se pa et kontrollvolum og bruke
definisjonen av en fluks sammen med Reynolds Transportteorem:

Fluks = Q = U*A
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Reynolds transportteorem (5.23-8, 5.22-9) brukes med b lik 1, dvs konsentrasjon av vann i volumet.
Dette gir:

0= pT-dA

A
Summen av fluksene U*A inn og ut av kontrollvolumet er lik null. Pa integralform antar vi at

hastighetene er uniforme over tverrsnittet. For et kontrollvolum med m inn/utstremningsomrader far
vi da:

> U,4=0
i=1

Eksempel 1: Stromning inn i et kar

Ror inn: Areal 0.1 m2, Hastighet 1 m/s.
Overflatearal pd tank: 3 m2. Hvor fort stiger vannet?

U=1m/s*0.1/3=3.3cm/s
Eksempel 2: Stromning i rorkryss: Eksamen, kont 2004:

Vann strommer i gjennom et rgrkryss med fem ror gitt i skissen under. Rarene ligger i
horisontalplanet. Rarene har sirkulert tverrsnitt. Fglgende informasjon er gitt:

Ror 1: diameter 0.8 m, vannhastighet 0.5 m/s i retning mot krysset
Ror 2: diameter 0.4 m, vannhastighet 1.8 m/s i retning mot krysset
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Ror 3: diameter 0.3 m, vannhastighet 0.9 m/s i retning bort fra krysset
Ror 4: diameter 0.35 m, vannhastighet 1.2 m/s i retning bort fra krysset

a) Hvis vi gnsker en vannhastighet i Ror 5 pd 1.7 m/s, hvilken diameter pa reret ma vi velge?
Losning: a) Kontinuitetsligningen gir:

Ror 1: diameter 0.8 m, vannhastighet 0.5 m/s i retning mot krysset: Q1 = -0.251 m*/s
Rar 2: diameter 0.4 m, vannhastighet 1.8 m/s i retning mot krysset Q2 = -0.226 m’/s
Rar 3: diameter 0.3 m, vannhastighet 0.9 m/s i retning bort fra krysset Q3 = 0.063 m*/s
Rar 4: diameter 0.35 m, vannhastighet 1.2 m/s i retning bort fra krysset Q4 = 0.115 m*/s

Q1+Q2+Q3+Q4 =-0.299 m’’s .
Q1+Q2+Q3+Q4+Q5 =10
-0.299 m3/s + Q5 =0 eller Q5 = 0.299 m’*/s

A=Q/U=0.175 m’ Diam = 0.47 m

5.5 Kavitasjon

Kavitasjon er en fysisk prosess som skjer der en har veldig lave trykk eller hgye hastigheter. Nar en
far et trykk under kokepunktet, vil sma bobler dannes. Boblene transporteres med stremmen, og der
trykket gker litt igjen vil boblene kollapse. Siden boblene inneholder mye energi vil kollapsen
frigjere energi. Hvis kollapset skjer ner en vegg, vil energien kunne sprenge lgs deler av veggen.
Prosessen er sa kraftig at bade betong og stalvegger kan skades.

Kavitasjonseksperiment
ved et laboratorium i
Beijing. Trykket senkes i
beholderen vist til hayre,
og den ma derfor vere
solid bygd. Beholderen
inneholder modellen med
eksperimentet.

(Foto: N. Olsen)
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Trykk kan defineres pa to mater: Relativt trykk og absolutt trykk. Relativt trykk er null ved
vannoverflaten. Absolutt trykk er null i vakum eller verdensrommet. For at kavitasjon skal skje ma
det i strgmningen finnes et omrade der absolutt trykk er lavere enn fordamningstrykket. Et lavt
trykk kan skje over hele tverrsnittet eller kun lokalt, for eksempel bak noe som stikker ut i
stremningen. Hvis hastigheten er stor, sa kan trykket bak et objekt bli veldig lite. jfr. Bernoullis

ligning. Derfor kan kavitasjon ogsa oppsta ved veldig store hastigheter.

Hvor stort trykk som skaper kavitasjon kommer an pa atmosferetrykket og temperaturen pa vannet.
Dette er gitt i tabellene under:

Hgyde over havet (m) Lufttrykk (kPa) Temperatur Fordampningstrykk
(grader Celcius) (Pa)
0 101.3
0 611
500 95.43
72
1000 89.85 > 8
10 1230
2000 79.48
15 1700
4000 61.64
20 2340
25 3170
30 4250
35 5630
40 7380

Hgyre side av denne tabellen star ogsa i boka, side A 14. Venstre del av tabellen stdr ikke i boka.

Vanligvis brukes Bernoullis ligning til & finne trykkforskjellen mellom vannflaten og det kritiske
punktet der kavitasjon kan oppsta. Til denne trykkforskjellen legger en til trykket ved
vannoverflaten pd venstre siden i tabellen over. Hvis dette trykket er under verdiene pa hgyre side i
tabellen, kan en fa kavitasjon.

Typiske steder der en kan fa kavitasjon er der en far undertrykk, for eksempel i hgybrekk i
vannledninger eller i sugeoverlgp. En kan ogsa fa det der hastighetene er store, for eksempel i
turbiner, ledeskovler, overlgp og under luker.

Regneeksempel: En sugepumpe er plassert 9 meter over en innsjo, med et rgr ned i innsjgen.
Pumpen suger vann opp og pumper det videre til et reservoir. Hastigheten i roret er 1 m/s. Er det
fare for kavitasjon? Reservoiret ligger 500 moh. og temperaturen er 10 grader.

Lasning: Ma finne minste trykk inne i roret. Bruker Bernoulli mellom en partikkel i overflaten (A)
av innsjgen og en inne i rgret 9 meter over vannoverflaten (B):

Antar nullniva for hgyden i A, dvs z, = 0. Antar ogsad at hastigheten i vannoverflaten er null:
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ua = 0. Lufttrykket pa vannoverflaten, A, er ifgl tabell: 95.43 kPa. Dette gir:

2
0595430, 0° o P51

pg 2g pg 2g

Dette gir trykket i B som: ps = 6640 Pa. Fordampningstrykket er ifgl. tabellen 1230 Pa. Da det
absolutte trykket er stgrre enn fordampningstrykket (6640>1230), er det ikke fare for kavitasjon i
roret.

Merk at selv om det ikke er fare for kavitasjon i raret, kan det godt oppstd kavitasjon i pumpa. Dette
ma vurderes separat, med informasjon om hvor mye undertrykk pumpa tdler.

5.5 Kontinuitetsligningen pa differensialform

Kontinuitetsligningen kan vere pa integralform eller differensialform. Nar vi regner for hand, ma vi
bruke versjonen pa integralform. Et CFD program lgser differensialligninger, og da brukes
kontinuitetsligningen pa differensialform. Dette gjelder ogsa innen fagfeltet differensialanalyse.

I utledningen ser vi pa et element Az
med starrelse Ax, Ay og Az, som
vist i figuren til hgyre: Ay

Vi kaller hastigheten i x-retning |
for U, hastigheten i y-retning for U Az UtAU
V og hastigheten i z-retning for W. R [
Pa flatene normalt pd x-retningen,

far vi folgende flukser: AX

Inn: UAzAy
Ut: (U+AU)AzAy

Tilsverende far vi for de andre to retningene:

Inn: VAzAx
Ut: (V+AV)AzAx

Inn: WAxAy
Ut: (W+AW)AxAy

Summen av fluksene inn og ut skal bli null iflg. kontinuitet:
UAzAy - (U+AU)AzAy + VAzAX - (V+AV)AzAx + WAxAy - (W+AW)AxAy = 0

Vi deler ligningen pa volumet av cellen: AxAyAz, og ordner:
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AU AV AW _
+ + =0
Ax Ay Az

AU_dU

For et meget lite element, far viat ——=—— |, som gir:
8 Ax Ox 8

oU 0V oW _
+ + =0
ox 0y 0z

Dette er kontinuitetsligningen pa differensialform. Den kan ogsa skrives som:

ou, oU, o0U, 20U,
+ =0 eller —=0

0x, 0Xx, O0X; i Ox;

Der en bruker indekser for de tre forskjellige retningene. Pa tensorform slgyfes summetegnet og en

far:

oU,

—=0
0Xx;

Denne ligningen brukes i CFD beregninger sammen med Navier-Stokes ligninger.
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Kapittel 6. Kraftlikevekt

Dette kapittelet bestar stort sett av tre deler:

1. Utledning av impulssatsen (Kp. 6.2)
2. Eksempler pa bruk av impulssatsen (Kp. 6.3-6.5)
3. Utledning av Navier-Stokes ligninger (Kp. 16.4)

6.2 Utledning av Impulssatsen

Impulssatsen er en av de grunnleggende ligningene i hydraulikken, sammen med
kontinuitetsligningen og Bernoulli’s ligning. Impulssatsen er basert pa en kraftlikevekt. For a utlede
den, bruker vi integrasjon av Newton’s 2 lov over et kontrollvolum, samt Reynolds Transport
Teorem:

Vi starter med Newtons 2. lov pa vektorform for en vannpartikkel:

Y F=ma=2mU)
dt

Pa Lagrangsk form er mU bevegelsesmengen til partikkelen. Pa Eulerisk form bruker vi i tettheten
integrert over et kontrollvolum i stedet for massen. Dette gir:

(mU)_d ¢/ =
ZF_ i di) (pU)dV

Reynolds Transport Teorem er:

4 [obav=[pbT-dA
\4

A

Vibrukeratb= U som gir:
4 oTav=[pUT-dA
des, "
Venstre side i ligningen over er lik hgyre side av kraftlikevektsligningen. Tilsammen blir dette:
Y F=[p00-dA
A

Dette er impulssatsen pa generell form. Hvis vi na antar at hastighetsfordelingen er uniform over et
hvert tverrsnitt, og at det finnes n tverrsnitt med inn/utstrgmning, far vi:
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> F=3 o004
i=1

Dette er en vektorligning med tre komponenter i tre dimensjoner. Hvis vi ser pa den skalare
kraftverdien i x-retningen far vi:

z FX:Z p Ui,x([_fi'zi)
i=1

Dette er en grei formel a bruke hvis vi har en situasjon med mange inn/utstrgmningsomrader. Vi ma
bare huske pa fortegnene i prikkproduktet, som sier at A er en vektor som peker ut av
kontrollvolumet. Hvis A ikke er normalt pa x-retningen, ma vi beregne prikkproduktet i parantesen i
ligningen

Prikkproduktet av hastighetsvektoren og arealvektoren er en skalar verdi. Dette prikkproduktet
kommer av Reynolds Transportteorem, og er med i alle formler der dette teoremet brukes. I
impulssatsen kan en bruke formelen for hastighestkomponenten i x-retningen, og fa ut kraften i x-

retningen. Imidlertid ma en bruke hele vektoren i prikk-produktet U-A , da denne delen ikke er
avhenging av hvilken variabel b vi har brukt i teoremet.

Hvis vi har en enda enklere situasjon der kontrollvolumet har ett innstrgmningsomrade med areal A;
og uniform fordelt hastighet U;, og et annet utstrgmningsomrade med areal A, og hastighet U, og
arealene star normalt pa hastighetsretningen far vi.

2 F=pU, (U A )+pU,(U,A)

Merk at indeksene 1 og 2 na star for to forskjellige omrader, og ikke retning 1 eller 2. Begge
hastighetene U; og U er i x-retningen.

Vannfgringen, Q, er gitt ved:

Hvis alle vektorene peker i x-retningen blir ligningen:
Q=U,A,=-U A,

Minustegnet kommer av at vektorene til U; og A; peker motsatt retning. Vektorene til U, og A, peker
samme vel.

Nar vi setter dette inn i kraftligningen over, far vi:
Z F.=pQ (Uz_U1)
Husk: Impulssatsen er en vektorligning, mens Bernoulli’s lov er en skalarligning. Dette betyr at

Impulssatsen gir tre ligninger for et generellt tredimensjonalt stremningsbilde, mens Bernoulli’s er
kun en ligning.
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6.3+4 Eksempler

Det gies veldig mange eksempler i Kapittel 6.3 og 6.4. Enkelte vil bli gjennomgatt i forelesningene,
og enkelte er gitt pd gvingene.

Eksempel 1: Dyse

Problem: Finn kraften i horisontal retning pa dysen vist i K

figuren til hgyre. Arealene i snittene 1 og 2 er gitt som: A;
= 200 cm’ og A> = 50 cm?. Vannfaringen er 30 I/s. Vi antar | — > 5
at vannet strommer ut i friluft i snitt 2.

Logsning: Finner forst vannhastighetene i punktene 1 og 2.
Vannfaringen er 30 I/s = 30 dm3/s = 30 000 cm’/s.

Kontinuitetsligningen gir:

U; = Q/A; = 30 000/200 = 150 cm/s = 1.5 m/s
Uz = Q/A2 = 30 000/50 = 600 cm/s = 6 m/s

Finner sd trykket i snitt 1, ved hjelp av Bernoulli’s ligning. Antar at de to snittene ligger i samme
nivd, og at trykket i snitt 2 er null:

“pg 2g

Trykket i snitt 1 blir: 16.9 kPa.
Finner sa opplagerkraften, Fo, fra impulssatsen:
Fo+Fp = Qp(U,-U;) = 0.03 m3/s * 1000 kg/s (6 m/s - 1.5 m/s) = 135 N
Kraften fra trykket er:
Fp = PA =16 900 Pa * (200 cm2 /10 000 cm2/m2) = 337 N
Har her antatt at vannet strammer ut i friluft i snitt 2, slik at trykkforskjellen virker pd snitt 1.
Opplagerkraften er da:

Fo =-337 + 135 =-202 N
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Impulskraften virker i motsatt retning av aksellerasjonen. Siden hastigheten er stgrre i snitt 1 enn i
snitt 2, er aksellerasjonen i hastighetsretningen. Kraften pad reret er da i motsatt retning, dvs mot
hastighetsretningen. (Roret blir dyttet bakover). Trykkraften vil virke i motsatt retning, da trykket er
hayere i snitt 1 enn i snitt 2.

Kraften virker i retning med hastighetsretningen, da trykkraften er sterre enn impulskraften.

Analogi til holding av en vannslange: Her kjenner en kun impulskraften ndr en holder slangen. Hvis
en stenger dysa, og det fremdeles er trykk i slangen, vil slangeveggene ta opp denne kraften. Nar en
skrur pa vannet, vil impulskraften presse slangen bakover. Hvis impulskraften hadde veert starre enn
trykkraften, ville slangen kollapset, om en kun holdt i slangen. Dette fordi gummislangen kun kan ta
opp strekkrefter.

Eksempel 2: Strale som treffer en skrd plate

Gitt en vannhastighet pa 30 m/s, og en tykkelse

pd strdlen pa 5 cm. Gitt en firkantet strdle, 50 cm Fy /‘\

bred, og en hastighetsforandring pa 60 grader.

Dvs, ai figuren er 30 grader. U >

—>

Fx

Losning: Finner forst vannfgringen fra
kontinuitetsligningen:

Q=UA=30m/s *0.05m *0.5m = 0.75 m’/s

Bruker sd impulssatsen for a finne kreftene i de
to retningene. Md da forst finne hastighetene
etter defleksjonen. Antar at strdlen har en
konstant tykkelse, slik at hastigheten i strdlen
ikke forandrer seg.

Positiv x-retning er mot hgyre, mens positiv y-retning er oppover.
Hastighetene etter defleksjonen blir:

X-retning: Ux = U cos 60 = 30 m/s * 0.5 = 15 m/s
Y-retning: Uy = U sin 60 = 30 m/s * 0.866 = 26 m/s

Kreftene i de to retningen blir da:

Fx = p(UX,1U1A1+UX,2U2A2) =

1000 kg/s * (30 m/s * 30 m/s * -0.025 m2 + 15 m/s * 30 m/s * 0.025 m2) = -11.3 kN
Fy = p(Uy,1U1A1+Uy,2U1A2) =

1000 kg/s * (0 m/s * 30 m/s * -0.025 m2 + (-26 m/s) * 30 m/s * 0.025 m2) = -19.5 kN

Kreftene mot vannvolumet blir i negativ retning for begge komponentene, dvs motsatt av vist pd
figuren over.
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Eksempel 3: Rorbend

Vi skal finne lagerkreftene som kreves for bendet i figuren pa side 202-8, 178-9. En skisse er gitt
under.

Gitt er vannfaringen (0.25 m3/s),

vekten av stdlet (500 N), volumet

av vannet (0.1 m3), og trykket i N
innlgpet (150kPa). Det er ogsad gitt 1
at tverrsnittet er sirkulert, og

diametrene er gitt (0.3 m og 0.15

m). - 30 cm

Kreftene pa konstuksjonen er:

1. Trykkrefter . 10 em >
2. Impulskrefter | |

3. Vekten av metallet

4. Vekten av vannet - 15 cm

Trykkreftene virker kun i | ]
horisontal retning. Vekten av
metallet og vannet virker kun i
vertikal retning. Impulskreftene
virker kun i horisontal retning.
Tverrsnittsarealene av rgrene i snitt 1 og 2 er gitt fra A = 7r’:
A; = 0.07065 m°, A, = 0.01766 n?,
Starter med d finne hastighetene i snitt 1 og 2. Dette fdes av kontinuitetsligningen:
U=QA->U;=354m/sog U, = 14.15 m/s.
Finner sd trykket i snitt 2 fra Bernoulli: 59.3 kPa. En har her satt direkte inn i ligningen.
Hgaydeforskjellen er gitt som avstanden mellom midten av de to rgrene: Dette blir summen av
rarenes radius (0.15 m + 0.075 m) i tillegg til avstanden mellom de (0.1 m). Tilsammen 0.325 m.
Trykkraften i horisontal retning blir:
Fp = P;A; + P,A, = 150 000 * 0.07065+ 59 300 * 0.01766 = 11 645 N.

Opplagerkraften, Fo, i horisontal retning blir:

Fo+Fp =pU; U A; + pU,U;A;=1000 * 3.54 * 3.54 * (-0.07065)
+ 1000 * (-14.5) * (-14.5) * (-0.01766) = -4422 N

Opplagerkraften i x-retning blir:
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F=-11645-4422 =-16 067 N
Bruk av retningene fra arealvektorene gir at impulskraften blir negativ. Det betyr at stdlet dytter
vannet i negativ x-retning. Trykket virker fra vannet mot stdlet, og dytter det i positiv retning. Det
betyr at trykkraften fra stdlet mot vannet ogsa blir i negativ retnig. Trykkraften og impulskraften vil
derved matematisk ogsd fa samme fortegn. Kraften blir negativ fra stdlet mot vannet og positiv fra
vannet mot stdlet.
I vertikalretning virker vekten av stdlet og vannet. Vekten av vannet blir:

F = pgV =1000 kg/m3 * 0.1 m3 *-9.81 m/s = 981 N.
Tilsammen med vekten av stdlet blir dette: 500 + 981 = 1 481 N.

Eksempel 4: krefter pa luke

Finn kreftene pd en 5 meter bred luke, som har en vannfering under seg pd 14 m3/s. Dybden
oppstrems er 2 meter, og dybden nedstrgms er 0.5 meter.

Losning: Finner forst hastighetene ved kontinuitetsligningen:

Oppstroms: U=14/5x2=1.4 m/s
Nedstregms: U=14/5x0.5=5.6 m/s

Bruker impulssatsen + hydrostatisk trykk:
F+pg(A,7,—A,7,)=pQ(U,~U,)
F+1000%9.81(5%2%1—5%0.5%0.25)=1000%14(U,—U,)
F =58800 N — 91959 N = - 33 kN

Dette er de ytre kreftene pa kontrollvolumet. Kraften fra vannet mot luka er motsatt rettet, dvs.i
positiv retning (mot hayre).

6.6. Navier-Stokes ligninger

Navier-Stokes ligninger brukes til a lase kompliserte stramningsproblemer numerisk ved hjelp av
CFD programmer. De er derfor noen av de viktigste ligningene innen fluidmekanikken.
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Fig. 6.6.1 til hayre viser
vannhastighetene i Oyern-deltaet, som
er funnet ved d lgse Navier-Stokes
ligninger. Beregningen er
tredimensjonal, men figuren viser kun
hastighetene ved vannoverflaten, sett
ovenfra. Radt er store hastigheter mens
bldtt er lave hastigheter. Vannet kommer
inn fra Glomma gverst i figuren, og
Qyern er i den nedre delen av figuren.
Beregningsnettet er laget av Peggy
Zinke under hennes doktorstudium. Vi
ser at vi har de storste hastighetene i
kanalene i deltaet og de laveste
hastighetene i innsjgen.

Navier-Stokes ligninger har fire ledd. De to ferste leddene er aksellerasjonsledd. Aksellerasjonen er
utledet tidligere:

_, 29U, 3,
4= Tox; ot

(6.6.1)

Navier-Stokes ligninger er Kraft pr. volumenhet. Vi ser pa et lite element med volum V som blir
utsatt for krefter. Aksellerasjonen blir da:

oU, oU,

i =oU.——+p—
WP ek, P

m )
— =12 6.2
vV 1=1,23 (6.6.2)

Massen av elementet pr. volumenhet er lik tettheten av vannet. Dette er de to farste leddene i
Navier-Stokes ligninger. De to andre leddene kommer av kreftene pa elementet vi ser pa.
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I figuren under ser en pa kreftene i x-retning pa et 2D fluidelement med stgrrelse Ax og Ay: (Fig.
6.9, s 225-8, Fig 6.10, s. 196-9). Vi antar at dimensjonen i den tredje retningen er Az

Ty + ATy
|
A P+AP
y P -t
.—’,_
Ay
Ty Tt ATy
- —
Ax
-
Ty
- X

Fig. 6.6.2: Krefter og spenninger pd et kontrollvolum i to dimensjoner

Det er to typer krefter pa kontrollvolumet: normalspenninger og skjerspenninger.
Normalspenningen pa en flate er en sum av en isotropisk komponent og en ikke-isotropisk
komponent. Den isotropiske komponenten er trykket, P. Den ikke-isotropiske komponenten kan vi
kalle for avviksspenninger, dvs. de avviker fra isotropisk tilstand. Normalspenningen pa en flate kan
da skrives:

Ox = 'P + Txx» (663)
Der 14 er avviksspenningen.

I den videre utledningen ser vi fgrst kun pa trykkreftene. Summen av trykkreftene over elementet
blir:

F,=(P—(P+AP)AyAz)=—APAyAz (6.6.4)

Grunnen til det negative fortegnet er at x-aksen er positiv mot hagyre. Hvis trykket er hgyere pa
venste side av elementet enn pa hgyre, vil dette medfere at summen av trykkreftene blir i negativ x-
retning.

I Navier-Stokes ligninger, regner vi pa krefter pr. volumenhet. Vi deler derfor pa volumet av
elementet: Kraft/volum blir:

F,_—APAyAz_—AP .
V. AxAyAz AX o

Nar A gar mot null far vi at leddet blir —?

X
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Sammenstiller vi dette med trykkleddet, og neglisjerer de andre kraftleddene, far vi:

ou, ouU, _ 0P

U = .6.
PYiax, TP Tar T oy, (6.6.6)
P4 tensorform skrives dette ofte i stedet:
aU 8U 0
pU, — P, 6.6.7
7o X; 8 t 0X; ( v ) ( )

For 4 gjore det klart at P kun regnes i retningen til i nar ligningen er pa tensorform, brukes
Kronecker’s delta: §;. Denne er 1 nar i=j, og O ellers. Dette gir for eksempel:

0 __0 0 0 0
Pd. )= Pd. Po, Pd, p .6.
axl( l]) axl( 11) axz( 2) 6X3( 3) axl( ) (668)
Viskgse ledd

De viskase kreftene kan da utledes ved a se pa skjerspenningene og avviksspenningene pa et
element, slik som vist i Fig. 6.6.2. Dette gir folgende krefter, nar vi multipliserer med arealsidene
Ax og Ay.

F o=t ,+AT, )—T, JAXAy+[(T +AT, )T, JAyAz (6.6.9)

viskes —
Vi deler pa volumet, Ax Ay Az, og lar A ga mot null. Dette gir:

l viskos a ' 6
- 6.6.10
‘7 a (T:XX) ay(‘cxy> ( )

Vi ma sa bruke et uttrykk for sammenhengen mellom spenningene og tgyningene. Denne
sammenhengen er gitt med viskositetsdefinisjonen for en todimensjonal strgmning:

TXy:M(a—X-'-a_y og T, _2M Ox (6611)
Vi setter det inn i ligningen over, og far:
Fviskgs a 8 U 8 GU 8V
—=——(2u - 6.6.12
v max2ug e, )] (6.6.12)

Hvis i skriver dette med tensornotasjon, der x-retningen far index 1 og y retningen for indeks 2 far
Vi
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Fus_ 0 (5,01, 0 1, (0Us,0U,

viskas 1
= 2 +
(2u ) 0Xx, t 0x, O0x,

v o x )] (6.6.13)

Vi vil nd vise at vi kan skrive dette som:

ou, au,
+
0 X;

) (6.6.14)

J

Her er i retning 1 og j retning 2. De repeterte indeksene er i j-retningen. Dvs vi kan skrive uttrykket
med summetegn:

F o < aU 8U ou ou oUu oU

—e =Y (3 D)= (um) 2wt e ()2 (=)

= 0 X; le. ox, 0x, 0x, 0x, 0x, 0x, 0x, 0x,
(6.6.15)

Vi ser at dette er det samme uttrykket som Ligning 6.6.13. Vi har derfor vist at de viskgse leddene
kan skrives pa formen gitt i Ligning 6.6.14. Nar vi legger dette til ligning 6.6.7, far vi Navier-Stokes
ligninger:

oU, U,
J@x P

_d ou, an
Fyr ( P6U+pv(ax+ T ) (6.6.16)

i i I

pU.

I denne ligningen har vi ikke antatt konstant viskositet, slik at denne kan variere. For laminear
strgmning vil imidlertid viskositeten vere konstant. Hvis en skal beregne turbulent stremning, vil
en ofte bruke en Reynolds midlet versjon av Navier- Stokes ligninger. Da blir det ofte brukt en
turbulent viskositet, som varierer og blir beregnet med en turbulensmodell. Dette er et sett med
matematiske ligninger for den turbulente viskositeten. Dette vil vi ga litt videre med i Del 4 av
Hydromekanikk, samt i faget TVM 4155 Numerisk modellering og hydraulikk, der vi ser pa
lgsningsalgoritmer for Navier-Stokes ligninger.
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Kapittel 7. Energibetraktninger

Dette kapittelet beskriver Energiligningen. Den ligner pa Bernoulli’s ligning, men den har i tillegg
med energitap og energitilfgrsel, som for eksempel friksjonstap, pumper, vannkraftverk etc. I
praksis er det denne ligningen som ofte blir brukt nar en snakker om Bernoulli’s ligning.

Vi vil farst utlede ligningen, og s komme med noen eksempler pa hvordan den kan brukes. Et
delkapittel omhandler ogsa hvordan en tar hensyn til ikke-uniforme stremningsprofiler i ligningen.

7.1+2 Utledning av energiligningen

Utledningen av ligningen starter med Termodynamikkens farste hovedsetning:

Z—]f: Q-W Endring i energi er lik tilfgrt energi minus energitap

dE er forandring i energi. Q er energi tilfort systemet og er energitap. W kan for eksempel komme
fra en pumpe. kan for eksempel vere friksjonstap eller energi som taes ut i et kraftverk. Energitap
males i Watt, som er en benevning for Nm/s.

Spesifikk energi, e, er energi pr. masseenhet, og kan vere pa fglgende former: hastighetsenergi (ek),
potensiell energi (ep), trykkenergi (et) og indre energi (). Indre energi er for eksempel
temperaturenergi.

2

~_U D, A
e—ek+ep+et+U—7+gz+§+u

Her har vi brukt fglgende definisjoner pa kinetisk og potensiell energi fra basisfysikken:

_ U’ _ Mgz
e,= =— og e"_M

Trykkleddet faes fra en omskrivning av hydrostatisk trykk: p = pgz som gir gz zg

For a fa en spesifikk trykkenergi som inneholder p og har samme dimensjoner som de andre to
spesifikke energiene, ma vi ha at:
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Vi bruker ligningen pa et kontrollvolum, og ser pa tilfart og avgitt energi i dette. Forandringen av
energien i kontrollvolumet er da gitt ved integrasjon over kontrollvolumet av den spesifikke
energien multiplisert med vannets tetthet:

E= f pedV
\4
Innsatt i ligningen over:
. .. d
-W=— dv
Q-W=— J; pe
Nar vi ser bort i fra ikke-stasjonere ledd og bruker Reynolds Transport Teorem, blir dette lik:

2
Q-W=p [ e(U-n)da=p [ (l+gz+£+ﬁ)(U~ﬁ)dA
A A 2 p
Den indre energien, @, forandrer seg pga. friksjonstap og andre energitap. Vi vil senere se pa formler
for & bestemme denne.

Ett innstremning og ett ustremningsomrade

Ligningen over er den generelle energiligningen.
Vanligvis brukes en forenklet versjon der en kun
har en innstrgmningflate og en ustrgmningsflate.
Dette er typisk for stremning i et rer eller en
kanal. Dette er vist pa et kontrollvoum i figuren
til hgyre, der innstremningsomradet kaller 1 og
utstremningomradet kalles 2. Energiligningen
blir da:

) ) UZ 2 A —
Q-W=p[ (S +gn+ 5 +d (TR dA+pf Sitgrt ) (Ui dA,

Vi ma sa gjere noen antagelser om hvordan variablene z, U og P er fordelt over tverrsnittene A. Vi
antar at z er verdien til arealsenterene til A, og derved konstanter. Vi antar det samme for P og i, at
vi bruker verdien i arealsenteret. Vi antar videre at hastighetsvektorene og arealvektorene er
parallelle. Normalvektorene til flaten 1 peker i motsatt retning av hastighetsvektoren. Dette leddet
far derfor et negativt fortegn.

Q-W= pf dA+p(gzz D)Q pf dA —p(gz,+ B+ Q,
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Parameteren o.:

Denne parameteren er definert ved formelen:
[u(y)da
A

a=
AU’

Der U er gjennomsnittshastigheten over tverrsnittet A. Parameteren sier noe om hvor mye
hastighetsfeltet avviker i forhold til et uniformt profil. Et uniformt profil gir o = 1. Jo sterre
variasjoner hastigheten har over tverrsnittet, jo stgrre blir o.. For lamineer stremning i et rgr kan det
vises at hastighetsprofilet er en parabel, og at o kan regnes ut til a bli 2. For turbulent strgmning er
hastighetsprofilet med uniformt, og en antar ofte at da kan o settes til 1. Dette betyr ogsa at
ligningen kan skrives uten a, noe som ofte gjgres. Det er da underforstatt at en regner pa turbulent
strgmning.

Leddet

U3
o[ (SHaa,=5 [ Ulda,
A A,

2

Kan da multipliseres med AU® og deles med AU°. Vi far da:

P pf by PP ATR_, P72
= 3A:—A7A s_P A — o BEu?
2£U(y)d 5 - U'=SaAU =asUQ

Med denne definisjonen, kan vi erstatte integralleddene over med a.pAU’ som er lik apQU?. Dette
gir:

. . a ) p A a _— p A
Q_W:F)?ZQZ U§+p(gz2+vz+u2)Q2—p7l Q1Ui_p(gz1+ﬁl+u1>Q1

Kontinuitetsligningen gir at Q; = Q. = Q. Vi deler pa pgQ:

Friksjonstap og indre energi

Den indre energien, (i, forandrer seg pga. friksjonstap og andre energitap. Vi innfgrer begrepet
energitap i form av en energihgyde, definert som:
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Energiligningen kan da skrives:

Q=W _ 247 +22 g, —Lt—z,—=L+h
a, Z, 4y Zy L

— P, U? P
pgQ 2g pg 2g pg

Ligningen er som Bernoulli’s ligning, men med tapsledd. Tapsleddet tar vare pa forandring i indre
energi. Tapsleddene er i hovedsak singulertap og friksjonstap. Friksjonstap regnes ofte i energitap
pr. lengdeenhet av kanal/rgr. Detaljerte formler for friksjonstapene blir gitt i Kap. 10 og 15.
Eksempel: Vannstandssprang:

Finn energitapet i et vannstandssprang, der vannstanden gker fra h;=0.5 m til h, = 1.5 m. Gitt en
vannfering pr. breddeenhet lik g=3m>/s. Hastighetene blir U; = 6 m/s og U, = 2 m/s. Bruker
energiligningen langs overflaten der trykket er null. Far innsatt:

2 2
00_2 115+ 95 o520
pgQ 2g pg 29 pg

Dette gir at h;, = 0.8 m. Dette kan konverteres til Watt ved d anta dette er et energitap som taes ut
fra systemet.

0—W

1000%9.81%3 8™

Dette gir at effekttapet blir 18.6 kW (pr. breddemeter)

7.4. Effekt og energi

Energi som tilfgres til et system er ofte i form av en pumpe. Energi som taes ut, kan vere en turbin i
et vannkraftverk. Enhetene for effekt blir:

Effekt, W = Energi/tid (Watt) = QrgH/n [m*/s kg/m® m/s* m = kg m/s> m/s = Nm/s]
Virkningsgrad (n)= (Energi - tap) / Energi
Eksempel: Et tap pa 20 % vil gi en virkningsgrad pa 0.8.
Formelen over gjelder for a finne pumpeeffekten, gitt en vannfaring Q og en pumpehgyde H. Da vil
ngdvendig pumpeeffekt gke ettersom virkningsgraden gar ned. For et vannkraftverk, ma en i stedet
gange med virkningskgraden. Dette fordi effekten vil minske med minskende virkningsgrad:,

Effekt, W =QpgHn

Se eksempel med vannkraftverk pa slutten av kapittelet.
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7.7 Singulaertap

Hvis et rgr far en relativt bra overgang til en stgrre eller mindre diameter, sa vil det dannes
resirkulasjonssoner nedstrgms overgangen. Disse sonene vil produsere ekstra turbulens, som trekker
energi i fra stramningen. Dette energitapet kan beregnes analytisk for noen geometrier, mens for
andre tilfeller ma en ha et laboratorieforsgk for a bestemme verdiene.

Et tilfelle der overgangen er en ekspansjon tilsvarende figuren under, har vi mulighet til a finne en
analytisk formel for energitapet.

Vi starter med energiligningen mellom punkt 1 og 2 i figuren over:

2 2

U U
—2+z2+&:—1+z1+&—hL

2g pg 2g pg

Vi har her antatt ingen pumper/vannkraftverk, og at hastigheten er uniform over tverrsnittet.
Impulssatsen pa kontrollvolumet mellom 1 og 2 (stiplet i figuren over):

piA,—p,A=p A, Us—p A U;

Merk at trykket over side 1 virker over hele tverrsnittet A,. Laser begge ligningene med hensyn pa
Pi1-p2, 0g eliminerer disse:

2 2 Al
Impulssatsen: p,—p,=pU,—pU;—

AZ
Energiligningen:  p, —pZZ% (U:-U?)+pgh,
[0) 2 2 2 2A1
Sammensatt: E(UZ—U1)+pghL=pU2—pU1X
2
1 A1
Lgser mhp hy: hL:E[Ui—UfX:—E(Uﬁ—Uf)]
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A U
Bruker kontinuitetsligningen til 4 eliminere A’ene: ~ —=—2
AZ Ul
: 1 U, 1 1,1 1 1
Som gir: hL=E[U§—UfFj—§(Uﬁ—Uf)]=E[E U,-U, Uyt U?]  eller hL:Z( U,-U,\

Denne ligningen inneholder ingen empiriske koeffisienter, og gjelder kun for en rgrekspansjon, der
vinklene i ekspansjonen er 90 grader.

2
Merk: Hvis Us er tilnermet lik null faes h;= 2i som tilsvarer en K faktor pa 1.0 i ligningen
)

under.

Tapskoeffisienter

Den generelle ligningen for singulertap er oftest pa formen:

2
h=k <
29

Den empiriske koeffisienten, K, avhenger av
geometrien en ser pa. Koeffisienten ma
bestemmes fra malinger, i felt eller i
laboratoriet, eller ved bruk av CFD. Tabell
10.5, side 337-9 gir K faktorer for
forskjellige geometrier. I tabellen merker vi
0ss:

Innlgpstap: Faktoren K er ca. 0.5 for
skarpkantet innlgp. For mer avrundede
innlgp, vil en far lavere verdier.

Utlgpstap: Faktoren K er som oftest 1.0.
Dette faes fra figuren med ekspansjonstap,
der en setter at tverrsnittsarealet pa nedstrgms
rgrbit er mye stgrre enn oppstrgms rgrbit. En
K faktor pa 1.0 betyr at hele
hastighetshgyden tapes.

Bildet er tatt fra en stasjon under
laboratoriegvingen som omhandler falltap i
bend. Vann stremmer igjennom rgret rundt
stativet, og en har trykkmdlere i midten.
Disse viser trykkhgyden for og etter bendene.
En kan derved lese av trykkfallhayden direkte.
(Foto: N. Olsen)
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Eksempel: Vannkraftverk:

Vann taes fra ett magasin til et annet. Nivdforskjell 30 meter. Rorlengde 2 km. Falltap 1m/km.
Virkningsgrad turbin: 0.9. Vannfering 10 m*/s. Rertverrsnitt 10 m°. Innlgpstapskoeffisient: K=0.5.
Utlapstapskoeffisient: 1.0. Lukepropptapskoeffisient: 0.2. Hva er effekten? Hvor stor prosentdel av
energien gdr tapt?

Losning: Regner forst ut vannhastigheten fra kontinuitetsligningen: U=Q/A = 10/10 = 1 m/s.
Regner sa ut falltapene:

Friksjonstap: 2 km* 1 m/km = 2 meter.

Singulertap:

Innlegp: 0.5x12/2g = 0.025 m

Utlop: 1.0x12/2g = 0.05 m

Lukepropp: 0.2x12/2g = 0.01 m

Total fallhgyde er da: 30 m -2 m-0.025m-0.05m-0.01 m = 27.915 m

Effekten pd turbinen blir: Q =npQgh =0.9*1000 * 10 *9.81 * 27.915 = 2.46 MW.

Hvis det ikke hadde vcert noe energitap, hadde effekten vert: 1.0 * 10 * 1000 * 9.81 * 30 =
2.94 MW

Energitapet er da: 2.94 - 2.46 = 0.478 MW. Dette er 16 % av den tilgjengelige energien.
Eksempel: Pumpe:

Vann taes fra en innsjg til et haydebasseng. Nivdforskjellen er 200 meter. Rarlengden er 3 km.
Falltap 2 m/km. Virkningsgrad pd pumpen er: 0.85. Vannforing 100 I/s. Rertverrsnitt 0.04 m2.

Innlgpstapskoeffisient: K=0.5. Utlgpstapskoeffisient: 1.0. Hvor stor md pumpeeffekten vere?

Losning: Regner forst ut vannhastigheten fra kontinuitetsligningen: U=Q/A = 0.1/0.04 = 2.5 m/s.
Regner sa ut falltapene:

Friksjonstap: 3 km* 2 m/km = 6 meter.
Singulertap:

Innlop: 0.5x2.52/2g = 0.16 m
Utlop: 1.0x2.52/2g = 0.31 m

Total fallhgyde er da: 200m + 6 m + 0.31 m + 0.16 m = 206.47 m

Effekten pd pumpen blir:
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W =pQgh/n=1000*0.1*9.81 *206.45/0.85 = 202/0.85 = 238 kW.

53



Del 4: Roar og frispeilstramning (Kapittel 9, 10 og 15)

Del 4 inneholder temaene rgrstrgmning og frispeilstrgamning. Disse er igjen omhandlet i hvert sitt
kapittel: Rgrstrgmning i kapittel 9.5 og 10 og frispeilstrgmning i kapittel 15.

Kapittel 9 og 10 Rgrstramning

Motivasjon: Hensikten med dette kapittelet er a leere studentene a dimensjonere rgrledninger: Hvor
stort rar trenger en for & kunne transportere en viss mengde vann? Hvor mye vann kan ett bestemt
rgr transportere? Formlene og metodene i kapittelet er direkte anvendbare i konsulentvirksomhet
innenfor vannfag. Typiske eksempler: Dimensjonere vannforsyningsanlegg, avlgpsanlegg eller
tunneller i forbindelse med vannkraftverk. Mange av formlene er ogsa anvendbare til
frispeilstrgmning.

4 ' it W
‘ﬁ%ﬂr -

e srt.s - el E e - =y 2 ]
Bildet viser en rargate til kraftverket Rio Macho i Costa Rica. (Foto: N. Olsen)

Energitap i rer deles i to: singuleertap og friksjonstap. Singuleertapet har vi sett pa tidligere.
Friksjonstapet skyldes friksjon mellom vannet og rgrveggen. Friksjonen virker som en kraft i
motsatt retning av vannhastigheten. Dette er en skjerspenning pa innsiden av rerveggen. Vi skal
farst utlede en formel for denne skjerspenningen. Denne formelen vil igjen bli brukt til a utlede en
formel for friksjonstapet.

54



Skjeerspenning pa ragrvegg

Vi ser pd en del av et ror, med lengde As, der s er
koordinataksen langs rgret. Dette er vist i figuren til hgyre.

Radiusen i rgret kalles r. Trykket pa venstre side er P, og pa \
hgyre side er P+AP. P

e

P+AP

U

Utledningen baseres pa likevekt av krefter i retningen langs

roraksen. Trykkraften er gitt fra trykket ganger arealet. I -
motsatt retning har vi skjerkraften, som er t ganger arealet

pa innsiden av rgret. Ligningen blir:

(PJ‘EF2—(P+%AS)TEI”Z)—‘EZJ'EAS:O

som gir:

_ rdpP

2 ds
Dette gjelder for horisontale rgr. For rer pPtdp
som heller med en vinkel a i forhold til
horisontalplanet, faes en
gravitasjonskomponent i tillegg:

(Pnrz—(P+(jI—1:As)nr2)—r2n As—pgVsin(a)=0

Volumet av rerbiten er: V=mnr’As

. Az _dz
Sinus til helni inkel : =22
inus til helningsvinkelen er: sin (o) AT ds
Dette gir:
dP 2 2 dz
Par’—(P+—A —t2nAs— As—=0
(Prr*—( T s)ar’)—t2mAs—pgnr S s
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Som gir

Z—fnr2+r2nr+pgnr2%20

Lgser mhp skjeerspenningen:

rdP dz rd
= | — R e P
=gl trg =5 [P+pgz]
Eksempel:

En temmer vann i et rgr som er 400 meter langt og har en diameter pd 6 cm. Antar at oppstrems og
nedstrems ende er i friluft. Haydeforskjellen mellom rgrendene er 20 meter. Hva er
skjerspenningen pd veggen i raret?

Svar: Siden begge ender av raret er i friluft, er dP lik null. Vi setter inn i ligningen over:

~ 0.03[0+1000 x9.8+20]

=—7.4Pa
2 400

__rd _
= > ds [P+pgz]=

Hastighetsfordeling i rgr med laminaer stremning

Vi skal sa se pa hastighetsfordelinger i rgr. Dette er nyttig hvis en maler hastigheten pa ett sted i
raret, og gnsker a finne vannfgringen eller hastigheten et annet sted. Samme prinsippet brukes ogsa
i frispeilstremning, i kanaler og elver.

Definisjonen av viskositet ligger i formelen:

Ty

Der y er regnet som null ved veggen,

og gkende i fra veggen. I den N
folgende utledningen brukes et
koordinatsystem basert pa r, der r er / \
avstanden fra sentrum av et sirkuleert || |
Irar. I

rgrveggen og r er regnet fra sentrum
av rgret, vil de alltid peke i motsatt

retning. Vi har derfor at / T
sammenhengen mellom N/

Siden y er regnet som avstand fra ‘ lr
|
|
|
i
i

e
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skjerspenningen og hastighetsgradienten ma ganges med -1 nar vi skifter variable fra y til r. Vi far
derfor:

_ . du
Er

Hgyre side av dette uttrykket satt likt hgyre side av formelen for skjerspenningen i rgr gir:

dUu _r d
MF_EE[PH)QZ]

Eller

dUu_r d
=~ " p
dr 2Mds[ +pg7]

I ligningen er s retningen og r retningen normalt pa hverandre. Den deriverte mhp s-retningen vil
derfor ikke variere i r-retningen. Denne blir dermed en konstant. Viskositeten er ogsa en konstant,
slik at r er den eneste variable i ligningen. Vi integrerer ligningen med hensyn pa r, som gir:

2

rod
u=—Y1p+ +C

4Mds[ pgz]

Dersom r regnes fra sentrum av rgret, og radiusen av rgret er r, har vi som grensebetingelse at
hastigheten er null pa rerveggen, dvs. U=0 for r=r, . Dette gir integrasjonskonstanten C som:

re d
c=—2291p
Zu ds[ +pgz]

Hastighetsprofilet i rgret blir:

Lol iprpgy))

Ulr)= 4u ds

Dette er en parabel.

Formel for friksjonstap i laminger stremning

Vi gnsker a finne en formel for friksjonstapet i rgret. Dette ma bli en sammenheng mellom et
energitap, hy og den gjennomsnittlige vannhastigheten i rgret, U. For a finne et uttrykk for den
gjennomsnittlige vannhastigheten, integrerer vi formelen for hastighetsprofilet over tverrsnittet:

ro N2 g
0 (——[P+pgz])2mrdr
5 y  4u ds

2
A nry
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Vi har her brukt at dA=2nrdr ,som kan visualiseres som en ring med radius

r og tykkelse dr. /
/

i

rf
I integralet over er r den eneste variable pa tvers av strgmretningen. Alle andre | | -

parametre er konstante. Vi far derfor: %

_L//

—

\

oy

2 d
U=|(rir—r’)dr ——[P+pgz]
J rir=r)ar ([ rgz)

4 p+pgz))

1 4 1.4 1
U=(3r )

7f0™

re . d D’ , d
=0 (_9rps _9rps
U SM( Pt pgzl)= 32.u( P pgzl)

d 32uU
— P+ - -
ds[ pgzl= D’

Vi integrerer denne ligningen over en rgrlengde L, som er distansen fra punkt s; til punkt s.. Husk at
s er avstand langs rgret. D er en konstant.

S 5o
| | >~
- >
L
punkt —2 punkt—2 punkt—2
32uU 32uU 32uU
— f i[P+pgz]ds= f M2 ds= ‘uz f ds= Mz L
punkt —1 ds punkt—1 D D punkt—1
Som gir
32uUL . P, P
P1+pgzl—P2—pgzzzu—2 eller delt pi pg: —+z,———2z,= SZ%UL
D Pg Pg Dpg

Vi bruker sa energiligningen med et energitap h; pa rgret mellom punktene 1 og 2:

)1 U2 U? U? p, U P
u:a2_2+zz+&—(xl_l zZ,— pl h eller O:_2+ZZ+ 2__ -1 Zl__1+hL
pgQ 29 pg 2g pg 2g pg 29 pg

Siden diameteren pa rgret er den samme ved punkt 1 og 2, er ogsa hastighetene de samme.
Hastighetsleddene vil da forsvinne. Hayre side av energiligningen sammen med ligningen vi har
utledet blir da:
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_32uUL

h
L pgDZ

Dette er formelen for friksjonstap i rgr med lamineer stremning.

Eksempel: For at et ror skal ha laminer stremning, md Reynolds tallet veere under 2000. 1
eksempelet er derfor Reynolds tallet satt til 1000. Diameteren pd reret er 1 cm. Hva er
vannhastigheten og falltapet pd en 100 meters strekning? Anta at temperaturen er 20 grader
Celsius.

Svar: Reynolds tallet gir at vannhastigheten blir:

m2/s
0.01

UD

Re=—~ =2000 or U:ZOOO%:ZOOO*l.Oe-G m=0.2m/s

Friksjonstapet blir:

_ 32uUL _ 32%0.001%0.3%100
pgD®  1000%9.81%0.01°

h, =0.32 meter

Formlene som er utledet over gjelder for laminer strgmning. For turbulent stremning blir
situasjonen mer komplisert, og vi klarer ikke a utlede analytisk en formel for hastighetsprofilet. Vi
ma derfor bruke andre metoder. Som bakgrunn ser vi noe nermere pa fenomenet turbulens.

Beskrivelse av turbulens

Turbulens er et stremningsfenomen der vannpartiklene beveger seg i ikke-stasjonere hvirvler.
Hvirvlene er tredimensjonale, og hastighetsvektorene i hvirvlene fglger som oftest ikke
stremretningen. Hvirvlene dannes pa grunn av gradienter i hastighetsfeltet. Forst dannes det store
hvirvler pa grunn av hastighetsgradientene til det tidsmidlede hastighetsfeltet. Disse hvirvlene er
stgrst. Pa grunn av disse hvirvlene vil det danne seg hastighetsgradienter ogsa i de andre retningene.
Disse mindre hvirvlene vil igjen fore til mindre hvirvler etc. De minste hvirvlene blir dissipert av
viskositeten til vannet. Menden hvirvler og turublens er derfor av hengig av viskositeten, v. Denne
inngar i Reynolds tallet, som brukes til a bestemme om strgmningen er turublent eller ikke:

Re="

Her er U en gjennomsnitthastighet og D en karakteristisk lengde pa tvers av strgmretningen. For rgr
er denne lengden lik rgrdimeteren.

For a kunne regne pa turbulent stremning, brukes ofte Reynolds’ dekomponering. Her deler en
hastighetsverdiene i to: En gjennomsnittsverdi over tid, U, og en fluktuerende komponent, u:

U=U+u
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Her kan U typisk )
vere en malt A"
hastighet i en

turbulent strgmning.

; > v ™ f\ A /\ /\/\\vr—\ /
En tidsserie av U er ./ V VA \\ui/ S
Ti

vist i figuren pa
neste side, der de to
komponentene ogsa d

er visualisert. -

Turbulent skjaerspenning

En kan utlede en formel for en skjerspenning i en stremning pa grunn av turbulensen. Dette kalles
turbulent skjerspenning, og er et mal pa hvor mye turbulens det er i strgmningen.

Vi ser pa en flate med areal dA i en uniform stremning, der hastigheten er delt opp i en
gjennomstnittshastighet, U, og en fluktuerende hastighet u.

Vi gnsker a finne kraften, dF, pa flaten dA i lgpet av tiden dt. Flaten ligger i en hvirvel, som vist pa
figuren over. Hvirvelen har komponenter u og v i horisontal og vertikal retning. Aksellerasjon av
partiklene i positiv vertikal retning, som gir vannhastighetsfluktuasjonen v, gir en kraft som bremser
vannstrgmmmen over flaten, dvs den er i negativ retning:

dF = -ma = -muw/dt

Vi regner ut massen som tetthet ganger volum. Volumet av elementet er lik hgyden ganger dA.
Hgyden er like v*dt. Dette gir:

dF = -mu/dt = -p(v dA dt) u/dt = - puv dA
En turbulent skjerspenning, tr, kan uttrykkes som kraft pr. areal:
tr = dF/dA = -puv

Den effektive skjerspenningen er summen av turbulent og lamineer skjerspenning:
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. du
T=Tp+T,=—puvtu——r

dy

Med Reynolds dekomponeringen har vi fétt en ekstra ukjent i hver retning: den fluktuerende
hastigheten u. For a finne hastighetsfeltet, er det gnskelig a eliminere denne ukjente. Dette kan
gjares ved en turbulensmodell, der en relaterer den fluktuerende hastigheten til
gjennomsnittshastigheten. Oftest brukes Boussinesq tilnermelsen:

ou;, ouU,
—+
0x; O0x;

—-p uiuj:MT(

)

Der vr er en turbulent viskositet. Skjerspenningen kan da skrives:

oU, oU,

TT:(M-I-MT)(G—Xj-l- ox,

)

Den effektive viskositeten er en sum av en dynamisk viskositet og turbulent viskositet. I praksis er
den turbulente viskositeten ofte flere stgrrelsesordner enn den dynamiske viskositeten. Merk ogsa at
den dynamiske viskositeten er en vaeeskeegenskap, mens den tubulente viskositeten er avhengig av
hastighetsfeltet.

Hastighetsprofiler for turbulent stremning

Neer veggen vil hastighetskomponenten normalt pa veggen bli null. Hastighetsvektoren blir parallel
med veggen. Antar vi at x-retningen er parallel med hastighetsvektoren, blir hastighetene i de andre
retningene null, og vi har en forenklet situasjon med et hastighetsprofil der hastigheten er null pa
veggen. Hastighetsprofilet kalles et grensesjikt. Ved hjelp av dimensjonslgse parametre, kan en
beskrive hastighetsprofilet.

Dimensjonslgse storrelser

Dimensjonslgs hastighet: U'= [[JJ
. . . +_ Yy U* +_ Yy
Dimensjonslgs avstand: y ==—=—  eller y =

Parametrene er:

y: avstand fra veggen,
v: kinematisk viskositet
ks: ruhet [m]

U-: skjeerhastighet:

p: vannets tetthet
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Skjerspenningen bestemmes fra

trykkgradienten i rgret og en Hastighetsprofil
likevektsbetraktning i rgrets 10000
lengderetning:
L (@Prpg
2 dx dx
1000

Eksperimenter viser at hastighetsprofilet
i grensesjiktet kan beskrives med
folgende formler:

y+
100 Ikke-visk@st
For glatte rer omrade

For viskgst omrade (y+ < 10): U'=y"
og for ikke-viskgst omrade:
10
_Uly)_1, EU.
U= (——)

Viskgst omrade

Her er k en konstant med verdi 0.4, og 1
E er en annen konstant med verdi 9.0. 0 5 10 15 20 25 30
Figuren til hgyre viser profilet. U+

For ru ror blir profilet:

Uly)_1
o :fln(sokl)

N

Uk
Et ror er glatt hvis ruhetselementene er innenfor det viskgse omradet, dvs. Ts<10 , eller

k<10-%
U

Et alternativ til de logaritmiske profilene er potenslovprofilet:

Uly) _ yy
Um}; _(%)

Parameteren n varierer mellom 5 og 10, avhengig av Reynolds tallet i rgret og ruheten. Vi skal litt
senere i kapittelet regne et eksempel pa hvor stort de viskgse grensesjiktet kan veere.

Eksempel: Vannfgringen i en elv:

En elv har steiner med stgrrelse 0.1 m, og en skjerhastighet pa 0.02 m/s. Hva er vannhastigheten
1.3 meter over bunnen?
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Losning: Setter inn i formelen for hastighetsprofilet:

*

_0.02 In( 30%1.3 )

~ 04 01 )-admis

1 J
n(30 ks)

U(}’): K

Eksempel: Finn tykkelsen av det viskgse grensesjiktet for stromning i et ror med diameter 10 cm,
ruhet 0.046 mm og energigradient 0.026.

Lgsning: Falltap pr. lengdeenhet er gitt som 0.026. Er lik gradient i P+ pgz:

Skjeerspenningen pd raret er gitt ved formelen som er utledet tidligere:

rd r hy 005
=——|P+ =—pg—=—"—1000%9.8+0.026=6.4 P
= [Prpgzl=spg =7 *9.8% a
Friksjonshastigheten er:
B 6.4
= 5)=4/(=—===)=0.08m/
w-=(p) \/(1000) me
Tykkelsen pa det viskase grensesjiktet blir da:
—6
o=10x=19*10 519 mm
U 0.08

Friksjonstap for rer med turbulent eller lamingr stremning

Vannstrgmningen vil medfare en skjerspenning pa innsiden av rgret. Skjerkraften farer til et
friksjonstap. For singulertap brukes fglgende formel:

For et rgr vil friksjonstapet komme over lengden av rgret, og tapet vil derfor veere proposjonalt med
rarlengden, L. Denne parameteren ma derfor veere med i formelen. For a lage en dimensjonslgs
lengde, dividerer vi pa rgrdiameteren, D. Dette gir Darcy-Weissbach’s formel for a finne
friksjonstapet/falltapet: hy.

Lue

h.=
f fD2g

I steden for en singulertapskoeffisent, K, brukes en friksjonsfaktor, f. Bade
singuleertapskoeffisenten og friksjonsfaktoren er dimensjonslgse. Friksjonstapsfaktoren finnes fra
Moody’s diagram, som er vist under.
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Moodys diagram

0.100 —
0.080
0.070 Egr=:; - —oos
0.080 —— ! ! — 003
0.050 . e ——— ==L g
0.040 = - —0.015
' —001
0.035 ™,
f 0.030 —0005 kg
—0003
0.025 I I o e ———— 0.002 D
0.020 [1] IEER | [T 0,001
0.0175 ——0.0005
0.015 0.00025
0.0125 . ——0:0001
| [ [ITT] I B B 0.00005
0.010
1.00E+03 1.00E+04 1.00E+05 1.00E+06 I 1.00E+07 1.00E+08

smooth
Reynolds number

Moody’s diagram brukes pa fglgende mate:

1. Regn ut Reynolds tallet: Re= U\,—D . Dette bestemmer posisjonen pa horisontal akse

2. Finn absolutt ruhet k.

3. Regn ut relativ ruhet, k./D, og finn riktig posision pa hgyre side av diagrammet.

4. Folg de tykke, fargede, linjene mot venstre, til en kommer til Reynolds tallet som en fant i
punkt 1.

5. I krysningspunktet, fglg de horisontale linjene mot venstre. Verdien av f leses av pa venstre
akse.

Merk at for hgye verdier av Reynolds tallet og ruheten, sa vil friksjonskoeffisienten veere uavhengig
av Reynolds tallet. Ogsa merk at ved glatte rar vil en fglge den nederste linjen i diagrammet. Hvis

man pa forhand kan anta ett av disse tilfellene vil det vere lettere a finne f.

Merk: Det finnes to versjoner av Moody-diagrammet: Ett for SI enheter og ett for britiske enheter.
Forskjellen mellom de er en faktor 4. Se tilharende tekst til diagrammene.
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Eksempel, frisjonstap i ror:

Hva blir friksjonstapet i et 100 meter
langt rar, der vi har en vannfgring pa
10 /s og diameteren er 8 cm. Ruheten
pd roret er 0.1 mm.

Lgsning: Regner forst ut
vannhastigheten:

U=Q/A=0.01/(3.14 * 0.04%)
=2m/s

Reynolds tallet blir:

Re=Y2 = 2+0.08/1¢-6

= 160 000
Relativ ruhet er
0.1 mm /80 mm = 0.00125.
Moody diagrammet gir at f = 0.0225.

Friksjonstapet er da:

LU?
h=f=—
f fD 2g

100m (2m/s)’
0.1m 2%9.8m/s’

h,=0.0255

hi=57m
Dette kan gjores om til Pascal ved d gange med rho og g:

AP=pgh,=1000+9.815.7=56 kPa

Eksempel: Finn vannferingen i et ror:
Beregn vannfgringen i et ror der trykktapet er 700 kPa, L = 300 m, D = 10 cm, ruhet: 0.046mm.
Relativ ruhet: k/D = 0.046/100 = 0.00046

Antar fullstendig turbulent stremning. Moody diagrammet gir da: {=0.0162
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_AP_ 700 kPa

= = =71.3m
Pg 1000kg/m’x9.8m/s’

Falltapet blir:  h;

Darcy-Weissbach’s formel der en har lgst mhp. hastigheten:

2gh.D
U= (29 )z\/(2*9.81*71.3*0.1):5_4m/s
fL 0.162*300
Sjekker Reynolds tallet:

_UD _54x0.1

Re v 0

=5.4x10°

Gar inn i Moody diagrammet og leser ut en ny f: 0.0175
Regner ut ny hastighet: 5.16 m/s

Reynolds tallet blir da 5.16x10°

Som gir f=0.0175 ->ok

Vannfgringen er da gitt ved kontinuitetsligningen:

2
Q:UA:5.16*3.14*(%) =4051/s
Eksempel, finn diameteren pa et ror:
Vann med temperatur 20 grader C skal transporteres mellom to tanker, der hgydeforskjellen er 30
meter. Vannmengden som skal transporteres er 2 liter/sekund, og avstanden mellom tankene er 300

meter. Finn diameteren pd raret. Roret har en ruhet pa 0.0015 mm.

Lgsning: De ligningene som brukes er:

U:Q: 0.002 _ 0.00255

2 2
3142 D
4

Kontinuitetsligningen:

Setter inn dette uttrykket for hastigheten inn i Darcy-Weissbach’s ligning:

(0.00255 )2
L U? 400 D?
= 2= 0m= " o8t

eller:
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1
D=(4.4%10"°f)°

Reynolds tallet blir:

0.00255
—D
_UD_ D _ 2550
Re=——= 6
10 D

Prave og feile metode: Antar f, regner ut D, Re, e/D og fdr en ny f.

f (antatt) D (m) Reynolds tall ks/D f (Moody)
0.03 0.042 60 000 0.000036 0.02
0.02 0.039 65 700 0.000029 0.02

Diameteren blir 3.9 cm.

Ikke-runde ror

For rgr som ikke er runde, kan en ogsa bruke Darcy-Weissbach’s formel. Problemet er da hva en
skal bruke i stedet for diameteren. En kan definere en hydraulisk radius, r, fra fglgende formel:

'n = A/P
A er vanndekt areal i et tverrsnitt, og P er vat omkrets. Sammenhengen mellom diameteren, D, og

hydraulisk radius for et rundt rgr blir D=4r,. I Darcy-Weissbach’s formel bruker en derfor 4r;, i
stedet for D.

En kan ogsa bruke formelen pa delvis fylte rer. Den vate omkretsen blir da regnet kun pa den delen
der vannet bergrer veggen. Den frie vannoverflaten taes ikke med i den vate omkretsen.

I stedet for a bruke Moody’s diagram, kan en ogsa bruke formel 10.26 pa side 419 for a finne f, eller
formlene 10.27 og 10.28 pa side 424 for a finne vannfering/rerdiameter.

Mer om singulaertap

Singuleertap skylder kontraksjoner/ekspansjoner, der ekstra turbulens blir generert. Den turbulente
energien som blir produsert taes fra energien til vannstrgmmen.
Singulertap, hs, regnes ofte pa formen:

2
hS:Ki
2g

K er en empirisk koeffisient, avhengig av den aktuelle geometri. K varierer innenfor omradet 0-1.
Ved K=1 vil hele hastighetsenergien tapes.
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Eksempler pa K verdier er gitt i boka, side 390-8, 337-9, 381-10 (Crowe/Elger). Slike tabeller
brukes ofte i sammenheng med konsulentoppdrag. Koeffisientene er ikke sa veldig ngyaktige. Hvis
en har en geometri som ikke er gitt i tabellene, eller en gnsker mer ngyaktige svar, ma en bruke en
fysisk modell eller CFD. Det er tidligere vist et bilde fra laboratoriegvingen, der studentene finne K
verdiene for rarbend med forskjellig radius. Ogsa vist tidligere er lukeproppen, der en ser trykktapet
over proppen fra fargene.

Stremningen i en innsnevring tilsvarer often en slags vene contracta, der falltapet er avhengig av

arealforholdet mellom opprinnelig aral og arealet i kontraksjonen. (tegning, forskjellige
strgmningssituasjoner, inkludert bend - Figur side 389-8, 337-9).

Kontraksjonskoeffisienter

Hvis en har en innsnevring av et rar, for eksempel ved en maleblende, kan en uttrykke falltapet ved
felgende formel:

(U~U,)
2g

h =

N

En maleblende er en flat plate med et hull i, som monteres vinkelrett pa stremmen i reret.

I formelen over er U, gjennomsnittshastigheten i rgret, og U; er den stgrste hastigheten gjennom
kontraksjonen. Problemet er a finne U;. Hvis en antar at U; er jevnt fordelt over et tverrsnitt A;, gir
kontinuitetsligningen:

A, U,=AU,

Merk at A; ofte er mindre enn det fysiske hullet i kontraksjonen. En ma da finne A; fra fysiske
modellforsgk. Ofte definerer en en kontraksjonskoeffisient, C, fra fglgende uttrykk:

Denne kan da beregnes fra resultatene av de fysiske modellforsgkene. Hvis vi setter dette uttrykket,
samt kontinuitetsligningen over inn i formelen for falltapet, far vi:

A, * U, 2
U,~—2—U =2
(Ui—U0)2_( CA, o 12U

R R T

Vi sammenligner denne formelen med den vanlige formelen for singulertap:

2
hS:Kl
2g

Dette gir fglgende sammenheng mellom C. og K:
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Eksempel: Vi mdler C. til d bli 0.33. Hva er tilsvarende K faktor?

Losning: Vi setter inn i formelen:

Her ser vi at K faktoren er storre enn 1. Dette er fordi at hastighetshgyden i kontraksjonen er mye
storre enn for/etter kontraksjonen. Siden hastighetshayden er proposjonal med hastigheten i andre
potens, er hastighetshgyden i kontraksjonen ni ganger stgrre enn i raret for/etter kontraksjonen.
Dette pga at tverrsnittsarealet har minsket med en faktor 1/3, noe som gjor at hastigheten blir 3
ganger stgrre.

Eksempel, pumpe.

En skal pumpe vann fra et lavtliggende kar til et hgyereliggende kar. Hoydeforskjellen er 35 meter.
Lengden av stdlrgret er 140 meter. Rorets diameter er 200 mm. Det er et bend med radius 200 mm.
Vannforingen er 0.314 m’/s. Rorets ruhet er 0.046 mm. Finn effekten av en pumpe som har
virkningsgrad 0.9.

Losning:

Finner forst energitapene. En har et falltap i bendet, og friksjonstap i reret. Samt et utlapstap i det

gvre bassenget. Singulertapet i bendet har en koeffisient fra tabell s. 429 pa 0.35. Finner forst
vannhastigheten i rgret fra kontinuitetsligningen:

Tap i bend og utlap blir:

10
*9.8

2
hy=(Kpeng+ Kuop) %:(0'35”'0) 5 =6.9m

For d beregne friksjonstapet, ma vi bruke Darcy-Weissbach’s formel. Da ma vi forst finne Reynolds-
tallet:

Re:UV_D:MZQXmG

10°°
Stalraret har en ruhet pd 0.046 mm. Relativ ruhet er da:

0.046/200 = 0.00023
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Moody’s diagram gir at friksjonsfaktoren i raret er 0.015. Dette setter vi inn i Darcy-Weissbach’s
formel:

L U’ 140 10
h=f—=—=—=0.015———=53.5
= b2g 0.2 2%9.8 m

Den totale energihgyden blir da: 35 + 6.9 + 53.5 = 95.4 m
Noadvendig effekt av pumpen er:
Q,=pg H Q=1000%9.8%95.4%0.314=295kW
Hvis det var gitt at pumpen hadde en virkningsgrad pa 0.9, sad blir energiforbruket:

. Qo _295
Q=x= 0.9

98]

30 k

<

Eksempel, to tanker

L,

N/

L

Finn hayden mellom vannoverflaten i to tanker, gitt vannfering: Q = 40 I/s og rerdiameter 10 cm,
rorlengde 50 meter, 2 albue-bend og en dpen kuleventil. Antar stasjoner tilstand, dvs. at
vannhastigheten i rarene er konstant, og at vannspeilene i tankene er i ro. Anta en ruhet pd 0.046
mm, og en tapskoeffisient pa kuleventilen pd 5.7. Anta skarpkantet innlgp til reret og at radiusen pa
regrbendet er lik diameteren pd roret.

Finner forst hastigheten: U=Q/A=0.04/(3.14*0.05*0.05) = 5.09 m/s

Vannstandsforskjellen er lik falltapet mellom tankene. Finner hvert falltap for seg, og summerer
etterpd:

1. Friksjonstap:
Regner ut Re:

_UD _5.09%0.1
== -

= =5.09x10°

Re

70



Ruheten er ks= 0.046 mm

k, 0.046
—==29-0,00046
D~ 100

Moody diagrammet gir f=0.017
Friksjonstapet er gitt fra Darcy-Weissbach’s formel.:

2 2
=r £ U 017 50 59
D 2g

—11.22
0.12%9.8 m

Singulertapskoeffisientene taes fra tabell 10.3, side 390:

Innlgpstap:
U’ 5.09°
h=K =—=0.5""—=0.66
=89 "0 2%98 m

Tap i kuleventil:

2 2
hi:Kl:5.7 509 =7.50m
2g 2%9.8
Tap i bend:
2 2
h=2KY =2%0352% _092m
2g 2x9.8
Tap i utlep
2 2
hi:Kizl.O&:LBZm
249 2%x9.8

Tilsammen blir dette:

11.22+0.66+7.5+0.92+1.32=21.7m

7.8 Energilinjer og trykklinjer

En energilinje sier hvor mye energi det er i vannet i et rgr, der energien er konvertert til en
energihgyde. Energihgyden i et rgr/kanal/basseng er definert fra Bernoullis ligning:
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2
E=z+i+l
pg 2g

Her er z avstanden fra et nullpunkt til bunnen av kanalen/bassenget, U er hastigheten og p er trykket
ved bunnen.

Nar vi tegner linja, tar vi ogsd med energitap og energi tilfart systemet. Med x som horisontal akse
blir ligningen for linja:

Blx)=z(xpsp Eler 2l p (- QLelWlx),

En trykklinje er en linje i hgyde der vannet ville statt, dersom en hadde en rekke trykkrar i
hovedrgret. En kan regne ut avstanden mellom trykklinjen og raret ved a konvertere trykket til en
trykkhgyde. En bruker da formelen:

h="L
g

Energilinjen ligger en hastighetshgyde over trykklinjen. Eksempler er gitt pa Fig. 7.12 til 7.16 i
leereboka (Elger, 10. utgave). Det er ofte greit a regne ut energilinjen farst, og sa trekke fra
hastighetshgyden for a fa trykklinjen. En bruker energiligningen til 4 regne ut energilinjen. En
starter pa et punkt der en har en kjent energi, for eksempel i et vannreservoir med frispeil. Der er p
og U null. Sa regner en seg videre i systemet ved a regne ut og ta med energitap.

Beregninger av trykklinjer skjer ofte nér en skal finne ut om det er fare for kavitasjon i et system.
Det brukes ogsa til a finne ut om det blir undertrykk i et vannforsyningssystem for drikkevann.
Dette er ugnsket da forurensent vann kan sige inn i drikkevannet. Trykklinjer brukes ogsa til a finn
ut om det er for hgyt trykk i deler av et vannforsyningssystem. Rgr kan ha et maksimalt trykk som
de taler. I forbindelse med dimensjonering av avlgpssystem brukes trykklinjer til a finne ut om
vannspeilet kan komme “opp i dagen”, noe som farer til oversvgmmelser.

Eksempel Eksamen 2008, Oppgave 1:

Vann strommer fra et kar A til et annet kar B igjennom to rer med forskjellige diametre. Dette er
vist i figuren under. Lengden av Ror 1 er 50 meter, og diameteren er 0.1 meter. Lengden av Ror 2 er
ogsd 50 meter, men diameteren er 0.2 meter. Vannfaringen i rgrene er 0.04 m3/s. Rarene er
hydraulisk glatte.

a) Hvilke energtap har vi i systemet?
1. Innlgpstap basseng A -> ror 1

2. Ekspansjonstap mellom rgr 1 og 2
3. Utlepstap rer 2 -> basseng B

4. Friksjonstapr rer 1

5. Friksjonstap ror 2

b+c) Tegn trykk og energilinjer for systemet, og for pa karateristiske verdier.

72



Regner forst ut hastighetene i de to rarene. Denne fdes ved d ta vannfaringen og dele pd
tverrsnittsarealet. Dette gir:

U, = Q/A; = 0.04/(3.14 * (0.05 m)’2)= 5.09 m/s
U, = Q/A; = 1.27 m/s

Vi regner sd ut Reynolds tallene for de to rarene:

Re; = UD/n = 5.09 * 0.1/ 10e-6 = 509 000
Re; = UD/n = 1.27 * 0.2/ 10e-6 = 254 000

Moodys diagram gir felgende friksjonsfaktorer for de to rgrene:

fi=0.013
f,=0.015

Friksjonstapene finnes fra Darcy-Weissbachs ligning:

2

Ror 1- hf_f_L Ul _ 50 5.09
D 2g 0.12%9.8

Ror 2- }”_f‘L U’ _ 50 1.27°
D 2g 022%98

Singulertapene blir:

U’ 5.09°
Innlgpstap: h,=K —=0.5 =0.66
nnlgpstap ; 29 %08 m
Utlapstap: hi:Ki: 1.0L72:O.08m
2g 2%9.8

Tap i ekspansjonen mellom rar 1 og 2. Bruker tabell side 391-8/337-9. Diameterforholdet er: D./D;
= 10/20 = 0.5. Med ekspansjonsvinkel pd 180 grader, interpolerer vi fra tabellen mellom
diameterforholdene 0.4 Og 0.6. Dette gir en K verdi pa 0.56.

2 2
h=kZ =056

=0.74m
2g 2%9.8

Totalt: 8.58+0.31+0.66+0.082+0.74 = 10.4 meter.

Energilinjen og trykklinjen vises pd figuren under:
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Energilinje

Trykklinje

Ror 1
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Kapittel 15 Frispeilstramning

Frispeilstrgmning er beskrevet i kapittel 15 i leereboka (9. og 10 utg). Pensum er normalt fra kap.
15.1 til og med kap. 15.6. Dette inkluderer formler for vannhastigheten i kanaler med
normalstrgmning, tilsvarende Darcy-Weissbach’s formel. Kapittelet inneholder ogsa teori for
overlgp og vannstandssprang, som er to viktige fenomener innen frispeilhydraulikken.

Introduksjon

Ved frispeilstrgmning faller trykklinja sammen med vannspeilet. I motsetning til rgrstrgmning vil
vanndybden forandres i strgmretningen, noe som betyr at vannhastigheten ogsa forandres. Ved
kompliserte geometrier, slik som pa bildet over, vil hastighetsfeltet vere tredimensjonalt med
komponenter i alle retninger. Bak stener vil en fa hvirvler med hastigheskomponenter i motsatt
retning av hovedstrgmmen. Hvirvler kan ogsa dannes normalt pa hovedstrgmretningen. Dette kalles
sekunderstrgmninger.

De to fenomenene overlgp og vannstandssprang er viktige i dette kapittelet. Vi vil utlede formler for
a bestemme vanndybden for disse situasjonene. Begge fenomenene vises pa figuren under. Vann
renner her fra et reservoir over en dam som har en bratt helning nedover. Nedenfor dammen er det
en kanal med relativ slak helning. Et sted i den slake kanalen vil det dannes en bglge. Denne bglgen
vil kunne st stille pa et sted. Bglgen kalles et vannstandssprang, siden vanndybden gker relativt
bratt. Overlgpet er omradet pa toppen av demningen, der vannet far en sterk aksellerasjon.
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Overlop

Bratt

kanal

Reservoir
Slak kanal

VannstandSsprz

Stremningssituasjon med bdde overlgp og vannstandssprang

Klassifikasjon av frispeilstremning:

Strgmning i en generell geometri i en elv kan veere meget komplisert. For a kunne bruke enkle
formler som kan lgses med handrenging ma vi gjgre endel forenklinger og antagelser. En av
antagelsene er at stremningen er endimensjonal. Dette betyr at vi har en hovedstremningsretning,
og at hastighetene normalt pa denne er tilnermet lik null. En endimensjonal strgmning kan videre
deles i tre typer:

1. Uniform stremning: Her har vi konstant dybde og hastighet i stramningen, bade over tid og sted
langs strgmretningen. Alle strgmlinjene er rette og paralelle.

2. Stasjoner stremning: I denne strgmningen er dybden og hastigheten konstant over tid, men ikke
i strgmretningen. Bade dybde og hastighet kan variere langs strgmretningen.

3. Ikke-stasjonar stremning. Her kan vi ha variasjon av hastighet og dybde bade over tid og langs
strgmretningen.

I dette faget regner vi kun pa uniform, stasjoner strgmning. (utenom vannstandssprang og overlgp).
Ikke-uniform og ikke-stasjoneer strgmning blir undervist i faget TVM 4155 Numerisk modellering
og hydraulikk.

Uniform stasjoner strgmning kalles ogsa for normalstrgmning. I og med at vanndybde ikke
forandrer seg i en slik situasjon, vil vi ha en bestemt karakteristisk vanndybde. Dette kalles
normaldybden.

For uniform strgmning har vi to friksjonsformler som brukes: Manning’s formel og Chezy’s formel.
Begge formlene bruker konseptet hydraulisk radius. For rgrstrgmning har vi tidligere brukt Darcy-
Weissbachs formel. I denne formelen er tverrsnittsgeometrien gitt ved en diameter pa et rgr. For
fristpeilstrgmning vil en ha et mer komplisert tverrsnitt. En ma derfor definere en annen parameter
enn diameterern. Parameteren som brukes heter hydraulisk radius.
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Hydraulisk radius for en kanal
r,=AlP

der A er tverrsnittsarealet, og P er vat omkrets - der vannet er i kontakt med bunnen eller sidene. For
eksempel, en kanal med rektanulert tverrsnitt med bredde b og dybde y vil gi:

A=yb, P=2y+b
som gir

r,= yb
" 2y+b

For bred kanal, der dybden er mye mindre enn bredden far vi at r,=y. Ofte brukes b/y=10-20 som
grenseverdi. Dvs, hvis verdien er under 10 har vi ikke-bred kanal, og hvis den er over 20 har vi bred
kanal. Nar hydraulisk radius er lik dybden, blir det mye lettere a bruke formlene.

Chezy’s formel

For bestemmelse av friksjonstapet i elver (og rer), kan Chezy’s formel brukes:
U=Cqr,I

Der I er helningen pa energilinja og C er Chezy’s friksjonsformel. Formelen gjelder for
normalstrgmning.

Manning’s formel

2

1
U=Mr;I*

Der M kalles Manning’s friksjonskoeffisient i Norge. Denne formelen brukes mye i praksis. M har
en verdi mellom 15 for elver med stor stein, til 120 for glasskanaler i laboratoriet. I utlandet brukes
det inverse tallet: n=1/M. Formelen blir da:

I utlandet blir n kalt Mannings friksjonsfaktor, mens M blir kalt Strickler’s friksjonsfaktor.

Tabell 15.1. s. 561 (Crowe et al, 10. utg.) gir Mannings n for forskjellige overflater.
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Eksempel: Bruk av Manning’s formel.

En elv har uniform stremning med dybde 2 meter. Bredden er 30 meter, og vannspeilets helning er
pd 1:300. Manningstallet blir ansldtt til M=50. Hva er vannferingen?

Losning: Antar bred elv, dvs: r=h. Setter inn i formelen for a finne hastigheten:
U=Mh""1""=502"%(1/300)""=4.6m/s

Vannfgringen finnes ved kontinuitetsligningen:
Q = UA = 4.6*2*30=275 m’/s.

Hvis bredden er 10 meter ma vi regne ut hydraulisk radius:

rhzé2&21.43m
P 2%2+10
U=Mr;*1'""=501.43""(1/300)"*=3.7m/s

Vannforingen finnes ved kontinuitetsligningen:

Q = UA = 3.7*%2*10=73 m’/s.

Kommentar i forhold til Darcy-Weissbach: Ruhet og singulartap.

I teorien burde det gatt an a bruke Darcy-Weissbach’s formel i steden for Manning/Chezy for a
finne friksjonstapet i en elv/kanal. Dette forutsetter imidlertid at energitapet skyldes kun friksjon
mot bunnen, og at ruheten kan bestemmes entydig. I en naturlig elv vil en ta med singulertap i
Manning’s formel, slik at Mannings friksjonsfaktor omfatter bade skjerspenning mot bunnen og
singuleertap. Grunnen til at Mannings formel benyttes i stedet for Darcy-Weissbachs formel i elver
er ogsa for en stor del begrunnet i tradisjon.
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Bildet over er fra det hydrauliske laboratoriet ved Universitetet i Bristol, England. En har her gjort
eksperimenter med vannfgringer i meandrerende kanaler. Kanalen er skjert ut i isopor. En har ogsa
brukt knappendler til & lage ruhet pa bunnen. Ved a kjore forskjellige vannfgringer har en sett hva
vanndybden blir kan en beregne en friksjonsfaktor fra Darcy-Weissbach’s formel. Resultatene satt
inn i en figur med tilsvarende akser som Moody diagrammet er gitt under. Merk at det ikke er klare
linjer slik som i Moody diagrammet. Dette er fordi strgmningen er mer komplisert, og en far en
rekke singulertap pa forskjellige steder i kanalsvingene.

(Foto og figur: Catherine Wilson, University of Cardiff, UK)
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Vannstandssprang og overlgp, Froude tallet

Teorien bak formlene for overlgp og vannstandssprang inneholder konseptet kritisk stremning.
Dette er meget viktig for all frispeilstrgmning. Utledningen starter med a se pa energien til vannet i
en kanal. Den totale energien for en vannpartikkel blir lik summen av hastighetsenergi, trykkenergi
og stedsenergi (vertikalt niva), z:

2

U
H=z+y+—
z+y 24

Den totale energien vil forandre seg ettersom vannet renner nedover elva. Noe energi blir tapt pa
grunn av friksjonen. En vannpartikkel vil fa tilfart energihgyden z, nar den renner nedover elva. For
en normalstrgmning, sa vil denne tilfgrte energien vere lik friksjonstapet.

Vannstandssprang og overlgp skjer over korte strekninger, og da er friksjonstapet ofte lite. I teorien
som fglger bruker vi den spesifikk energien, E, som er er definert som hastighetsenergi +
trykkenergi i et gitt tverrprofil av en elv/kanal:

2
E:y+l
2g

En antar ogsa i det videre at en har stasjoner strgmning, som betyr at vannfgringen er konstant.
Dybden og hastigheten vil imidlertid kunne variere.

Ved kanaler med en generell tverrsnittsform far vi falgende formel for den spesifikke energien, der
hastigheten er erstattet med Q/A:

QZ
2gA°

E=y+

Merk at vi antar antar at
hastigheten er uniformt

fordelt over tversnittet. A Den tykke stiplede linjen

. . viser spesifikk energi. E, 74
Dette er en tilnerming, SR i A
. som funksjon av vanndyb-
som fgrer med seg en viss den. v.
- V. 4

ungyaktighet. ?
Tverrsnittsarealet vil veere 4
en funksjon av p
vanndybden, y. For et 4
rektanguleert tverrsnitt P
med bredde B vil vi fé: ¢ E=- 49

o

2 ¢
E:y+% Y 4
2gB’y ,

Ve b A .|
)
Al
|
|
|

Denne funksjonen vises i
figuren til hayre.

E

min



Mininum spesifikk energi fares ved a derivere formelen for et generellt tverrsnitt mhp. y og sette
dette lik null. Siden A er en funksjon av y, bruker vi kjerneregelen og deriverer fgrst mhp A, og sa
ganger med dA / dy:

dE_, Q' dA

dy ~ gA*dy

For sma forandringer i vannstanden har vi at dA = Bdy. Setter vi dette inn i formelen over far vi
felgende ligning:

2
Q'B_,
gA

Tar vi roten av hver side av likhetstegnet, vil venstre side av ligningen vere det dimensjonslgse
Froude tallet for en generell geometri:

2
Fr:\/Q Ii:—iU
gA \/ A
9B

For en kanal med rektanguleert tverrsnitt far vi at y = A/ B. Nar vi setter dette inn i formelen for
Froude tallet, far vi

U
Fr=——
vay
For minimum spesifikk energi blir altsa Froude tallet lik 1. Vi kaller dette for en kritisk stremning,

og bruker indeksen c (engelsk: critical):

Uc
=1

V3.

Dette kan lgses med hensyn pa y.. og gir fglgende formel for kritisk dybde i en kanal:

2

Y=
[¢]

G

Vi kan ogsa lgse mhp. hastigheten for a finne kritisk hastighet, U.:

U.=Vgy
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Ved hastigheter over kritisk, kalles strgmningen for overkritisk. Ved hastigheter under kritisk, kalles
strgmningen for underkritisk. Siden Froudetallet er 1 ved kritisk strgmning har vi:

Fr = 1 betyr at stromningen er kritisk
Fr > 1 betyr at stromningen er overkritisk

Fr <1 betyr at stromningen er underkritisk

Eksempel: Vi har en bred kanal med rektangulert tverrsnitt, vanndybde 5 meter og vannhastighet 2
m/s. Er stromningen overkritisk eller underkritisk?

Lgsning: Vi regner ut Froude-tallet:

U 2
Fr=——= =0.29
vgy v9.8x%2

Siden Froude tallet er under 1.0 er stremningen underkritisk.

Eksempel: En kanal har trekantformet tverrsnitt, med spissen ned. Sidehelningene er pd 45 grader.

Vannfaringen er 3 m’/s, og vanndybden er 2.5 meter. Er strammen over eller underkritisk? Hva blir

dybden med motsatt under/overkritisk stremning av det vi har, ndr den spesifikke energien er den

samme?

Losning: Finner forst arealet, A som funksjon av dybden y:
A=2y*y*1/2=y"=2252=625m

Bredden av kanalener: 2y =2 *2.5m =5 m.

Froude tallet for en generell geometri er:

2 2
Fr:\/Q BS:\/ 3550137
gA 9.8%6.25

Siden Froude tallet er mindre enn 1, er stromningen underkritisk. Den spesifikke energien, E, blir:
E=y+U%/2g=25m + (3/6.25)/2x9.81 = 2.51 m

Nar vi setter denne lik den spesifikke energien ved overkritisk stremning, far vi:
E =y + (Q/A)y/2g = 2.51m =y + (3/y°)’/2g = y + 0.46/y*

Denne ligningen md loses ved iterasjon. Forsgker forskjellige verdier av y, og ser om vi far 2.51
meter:
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y E=2.51?

0.5 7.84
1.0  1.459
0.8 1.92
0.7 261
0.72 243
0.71 252

En vanndybde pad 0.71 meter gir den rette spesifikke energien. Merk at en vanndybde pd 2.5 meter
ville ogsa gi rett svar pa ligningen, men da ville vi hatt underkritisk stremning.

Forhold mellom trykk og hastighetsenergi ved kritisk stremning
Ved kritisk strgmning er Froude tallet lik 1.

Fr:i:

Vay
Dette gir fglgende uttrykk:
U*=gy

Vi kan bruke dette til & eliminere U i uttrykket for spesifikk energi, E:

U’ qy 1 3
E=y+—=y+ZL =ys=-y==
Y AP A e

Den totale spesifikke energimengden i kritisk strgmning er lik 1.5 ganger trykkhgyden. Dette kan vi
igjen bruke til a lgse mhp. y.:

2
=ZE
yC 3

Dette betyr at vi har fglgende fakta som gjelder ved kritisk strgmning:

- Trykkhgyden eller vanndybden er lik 2/3 av den spesifikke energien

- Hastighetshgyden er lik 1/3 av den spesifikke energien

- Hastighetshgyden er lik halvparten av trykkhgyden

Hvis vi innfgrer en vannfering pr. breddenhet, q, blir den definert som:
q=Uy

Hvis vi lgser mhp U far vi:

U=

< o
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Setter vi dette inn i definisjonen pa Froude tallet for en rektanguleer kanal med kritisk stremning far
vi:

2 2 2 2 13
U

Fri=1===-4 eller yBZ% eller yc:<%)

2

a yay

Her er yc kritisk dybde. Siden vannfgringen er gitt, og kritisk dybde kan beregnes, kan ogsa en
tilsvarende kritisk vannhastighet faes. Denne vannhastigheten og vanndybden kan sa brukes i
Mannings formel til & finne en kritisk bunnhelning:

Overgang mellom over og underkritisk stramning

Froude tallet brukes til & bestemme om vi har en av tre forskjellige stremningssituasjoner:

- Overlgp
- Kontraksjon
- Vannstandssprang

I det fglgende er dette forklart neermere. Vi starter med overlgpet.

Overlgp

I et overlgp har vi overgang fra underkritisk til overkritisk strgmning. Dette betyr at det er kritisk
stremning pa ett punkt i overlgpet. Hvis vi kan male vanndybden der, kan vi bruke definisjonen av
Froude-tallet til & finne vannhastigheten. Nar vi har vannhastighet og dybde, kan vi regne ut
vannfgringen. Dette betyr at vi kan finne vannfgringen ved kun a male en vanndybde.

Ofte er det vanskelig a vite hvor kritisk dybde er. Derfor males i stedet forskjellen mellom dybden
et godt stykke bak overlgpet og toppen av overlgpet. Denne vertikale avstanden korreleres mot
vannfgringen i en overlgpsformel.

Overlgp er sentrale deler av alle damkonstruksjoner, bade til vannforsyning og vannkraftverk. En
stor del av damsikkehetsvurderinger omhandler hvor stor kapasiteten pa overlgpet er. Stor
overlgpskapasitet betyr at vannstanden stiger lite bak demningen under en flom. Hvis
overlgpskapasiteten er for liten, vil vannstandsstigningen bak dammen bli for stor. En kan da fa
sakalt overtopping av dammen, dvs at vannet renner over toppen. Dette kan fgre til ersjon pa
nedstrgms side av dammen, med pafglgende dambrudd. Hgy vannstand pa vannsiden av demningen
betyr ogsa starre hydrostatiske krefter pa dammen, noe som kan fgre til lekkasjer og brudd.

Det finnes mange typer overlgp. Vi skal se pa formler for overlgpskapasiteten for forskjellige typer.
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Langkronet overlgp

Utleder formel for vannstand/vannfgring. Bernoulli mellom reservoiret og midten av overlgpet gir:

2
E=r=y L
2g

Vi har her definert H til 4 veere den vertikale avstanden mellom toppen av overlgpskonstruksjonen
og vannspeilet bak overlgpet. Dette er en variabel som er vanlig a bruke ved overlgpsberegninger.

Definisjonen er ogsa vist i figuren over.

I den videre utledningen er det antatt at det vertikale hastighetsprofilet er uniformt. Bruker at y =
2/3 E, som gir:

2
H:gH+l
3 29

Dette kan lgses med hensyn pa U:
2
U=4=-gH
3 g
Vannferingen blir:

2 2 2 (2 S 3
—AU=BZH|%gH=%,/29gBH?=1.7BH
Q 3739773439

Den generelle formelen for et overlgp er pa folgende form:

Nlw

Q=CBH

Der C er en overlgpskoeffisient. For et langkronet overlgp har vi klart a regne ut C til a bli 1.7.
Dette viser seg a veere rimelig ngyaktig, fordi vannhastigheten er rimelig uniform og trykket er
relativt hydrostatisk. Imidlertid er dette ofte ikke tilfelle for andre geometrier, og da ma C
bestemmes empirisk.
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Overlgpskoeffisienten vil ha dimensjon m"%/s, som kommer av at den inneholder roten av g. Hvis
man tok med roten av g i formelen, ville en fatt en dimensjonslgs koeffisient. Siden gravitasjonen
virker likt pa en prototype og en fysisk modell, far vi samme overlgpskoeffisient for forskjellige
opp/ned skaleringer av geometrien til et bestemt overlgp.

Skarpkantet overlep

Problemet i forhold til et bredt overlgp er at en har relativt ikke-uniformt hastighetsfelt over kanten.
En delvis utledning kan baseres pa antagelsen om at vannhastighetsvariasjonen kan bestemmes fra
Bernoullis ligning:

U(n)=v2gn

Der n er den vertikale avstanden fra nivaet i 4

reservoiret. Ved a integrere denne ligningen Q/

fra 1/3H til H, far vi et uttrykk for H
vannfgringen: n AU

N

H
Q=B [ U(n)dn= Bf\/Zg dn
1

31 3H

N W

3
2

3
Q=§Bx/2_g[H2—(%H) |=2.4BH
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Eksperimenter viser imidlertid at koeffisienten blir lik 1.8. Dette betyr at antagelsen om at
hastigheten kan beskrives med Bernoulli’s ligning ikke er sa veldig ngyaktig. Som oftest finnes C
ved laboratorieforsgk.

Parshall renne

Parshall rennen er et spesiellt utformet overlgp, der geometrien er enkel og standarisert. Dette gjar
at renna egner seg godt til vannfgringsmalinger. En har relativt slak bunnhelning nedstrgms, med et
vannstandssprang som ikke er altfor stort. Det mistes derfor ikke sa mye energi, og ting som flyter
med strgmmen setter seg ikke sa lett fast i konstruksjonen.

Kanalendringer

En kanalendring er her definert som en bra heving av bunnivaet av kanalen eller minskning av
kanalbredden. Hvis en har en heving av bunnen, vil dette fgre til at den spesifikke energien minsker.
Er stremningen underkritisk, vil vannivaet synke. Vi kan regne pa dette med formelen for den
spesifikke energien til stremningen. Hvis vi har en bunnheving Ay far vi fglgende ligning for
spesifikk energi for (1) og etter (2) hevingen:

2 2

U
E1=E2+Ay:y1+2—;:y2+2—gz+Ay

Hvis vi vet dybde og vannfering fgr hevingen, samt hvor stor hevingen er, kan vi lgse denne
ligningen sammen med kontinuitetsligningen for a finne hva dybden blir etter hevingen.

Vi kan bruke samme prinsippet ved en forandring i bredden av en kanal. Nar vi forandrer bredden
vil hastigheten forandres, og derved ogsa hastighetshgyden. Hvis den spesifikke energien er lik far
og etter kontraksjonen, sa vil endel av trykkhgyden ga over til hastighetshgyde ved underkritisk
strgmning. Derved vil vanndybden minke etter kontraksjonen.

Eksempel: En kanal har en vannfering pa 150 l/s, og en bredde pd 1 meter i et rektangulcrt
tverrsnitt. Vannstanden oppstroms en kontraksjon er 34 cm. I kontraksjonen er bredden 0.5 meter.
Hva blir vannstanden i kontraksjonen?

Losning: Hastigheten for kontraksjonen er U=Q/A = 0.15/(0.34*1.0) = 0.44 m/s. Den spesifikke
energien for kontraksjonen blir:

U; 44
E1:y1+—1:0.34+(0 44)
2g 2%9.8

=0.35m

Vi setter opp samme ligningen for den spesifikke energien i kontraksjonen. Men vi bruker
kontinuitetsligningen til G eliminere hastigheten:
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0.15 |’

> ( )

E,=y +—U2:y s 052 =y,+0.00459/ y>=0.35m
272729 7% 2%9.8 2 2

Dette er blir en tredjegradsligning med y» som ukjent. For d lgse denne gjetter vi pd forskjellige
verdier av y,, og setter inn i uttrykket pa venstre side for a se om vi fdar 0.35 m.

y2  E2
0.25 0.323
0.32 0.364
0.30 0.351

Vi ser at en dybde pd 30 cm gir en spesifikk energi pa 0.35 m, som er det samme som for
kontraksjonen. Vi fdr derfor denne dybden i kontraksjonen.

Vannstandssprang

Et vannstandssprang er en staende bglge der Froude-tallet oppstrgms spranget er stgrre en 1 og
Froude tallet nedstrgms spranget er mindre enn 1. Strgmningen gar derfor fra & veere overkritisk til
bli underkritisk. Vannstandssprang forekommer ofte nedstrgms overlgp. Nér en designer en
overlgpskonstruksjon, ma en derfor ta vannstandsspranget med i beregningen. I design av overlgp
vil det veere et problem at vannstandsspranget vil medfgre stor turbulens og potensiell erosjon under
spranget. En ma derfor vanligvis ha betong i omradet der spranget foregdr. Siden vanndybden
nedstrgms spranget er stgrre enn oppstrgms spranget, trengs det ogsa sidevegger i kanalen for
overlgpet, for a fa vannet til a fglge kanalen og ikke forsvinne i omrader som ikke skal bli
oversvgmmet.

Et spgrsmal er derfor ofte hvor hgye disse sideveggene skal vere. Dette er igjen et spgrsmal om
hvor stor vanndybden blir nedstrems spranget. Vi trenger derfor en formel/metode for a finne
vanndybden nedstrgms et vannstandssprang.

Impulssatsen er mye brukt til a bestemme vanndybder i vannstandssprang. Beliggenheten av
vannstandsspranget bestemmes ofte av kanalforandringer: endringer i bunnhelningen eller
kanalbredden. Ofte vil en gnske at vannstandsspranget kommer pa ett bestemt sted, da det vil vere
lettere & sikre et mindre omrade mot erosjon og oversvgmmelser. En kan da bruke klosser pa
bunnen, som bremser vannet og gjar at vannstandsspranget oppstar rundt klossene.

Nar en skal regne pa et vannstandssprang med klosser, bestemmes kreftene pa klossene fra formelen
for krefter pa en sylinder:

F:%CDpAUZ

Gitt kreftene pa klossene, kan en bruke disse i impulssatsen som beskriver vannstandsspranget:

F+pg(A,y,—A,y,)=pQ(U,-U,)
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Kraften, F, er fra klossen pa vannet. Hvis en ikke har klosser, blir F lik null. Det farste leddet pa
hgyre side er impulskreftene fra vannet, og det andre leddet er de hydrostatiske trykkreftene.
Parameteren Yy er avstanden fra vannoverflaten til nivaet der trykket er lik gjennomsnittstrykket
over tverrsnittet. For en rektanguleer kanal er  y=1/2h , der h er vanndybden. For en
trekantformet kanal, med spissen i bunnen er y=1/3h . Dette kan regnes ut fra hydrostatikk.

Eksempel: Etvannstandssprang i en 4 meter bred kanal med rektangulcrt tverrsnitt har en
oppstrems dybde pad 0.2 meter. Vannforingen er 7.5 m3/s. Det er 0.15 hgye blokker i kanalen med
en drag koeffisient pd 0.25. De dekker hele kanalens bredde. Bestem nedstrems dybde.

Losning: Forst bestemmes effektivt areal av blokkene. Bredden av summen av blokkene antaes lik
kanalbredden. Tilnermer arealet til hayden ganger bredden av kanalen.

Dybden oppstrems var 0.2 meter, og vannferingen var 7.5 m%/s. Vannhastigheten finnes fra
kontinuitetsligningen til G bli 9.4 m/s. Kraften pa blokkene er:

F:%CDpA U2:%0.25*1000*0.15*4.0*9.42:6.6kN

Setter dette inn i impulssatsen. Kraften pa klossen virker i motsatt retning av kraften pd vannet fra
klossen. Bruker kontinuitetsligningen til d eliminere hastigheten nedstrems vannstandsspranget, U.:

F+pg(A,y,A,7,)=pQ(U,-U,)

—6600+ 1000*9.8(4*0.5*0.2—4*O.S*hi):1000*7.5(%—9.4)
2
—6600= 14062 70275+19620 h;— 784.8
2
h§+ 0.7167 —398
hZ

Setter inn i venstre side, og ser om en far det som star pa hgyre side:
h; 3.28
1.8  3.64
1.7 3.31
1.68 3.25
1.69 3.28

Nedstrgms dybde blir 1.69 m.

Formel for vannstandssprang
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Hvis en ikke har klosser i vannstandsspranget, og tverrsnittet er rektangulert med horisontal bunn,
kan en utlede en formel for vanndybden nedstrgms vannstandsspranget. En bruker da ferst
impulsligningen:

F+pg(A,7,—A,¥,)=pQ(U,~U,)
For en rektanguler kanal der F=0 og y= 1/2 h far vi:
1
Ep g(Ah—A,h,)=pQ(U,-U,)
Deler pa bredden og tettheten, og antar en kanal med rektangulert tverrsnitt:
1 2 12y
Eg (h1_ hz) —Q(Uz_ Ul)
Bruker kontinuitetslignignen til 4 eliminere hastighetene:
1 1 )

1 2 42
Lotn-m)=qt-L
2g(1 2) q(hz hl

Lgser mhp. g*:

1 1
—dolhi-n) Solri-t)
T T 1

h2 hl hl h2

Bruker sa definisjonen av Froude tallet:

U: g
Fri:g—hll:# som kan lgses mhp ¢*:  q°=Fr; gh;
1

Vi har da to ligninger for ¢°, som kan elimineres:

1 1
Eg(hg_hi) Eg(hz_h1>(h2+h1)h1h2
Frfghfz =

(hz_h1)

1
hl hZ
Tar bort g, og far Froude tallet pa venstre side:

hih, 1 h, 1 hg h,
=—(h,+h) ===(5+—
IRl S S

1
Frfzz (h2+h1)
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Lgser mhp. hyhi:

h,” h
(<2) +=—2Fri=0
hl hl !

Lgsningen av annengradsligningen:

h, 1
h—j:§(¢1+8Fr§—1)

Dette er den klassiske formelen for vannstandssprang, som gjelder for et rektanguleert
kanaltverrsnitt. For andre kanalformer, ma en bruke impulssatsen direkte. Avhengig av
tverrsnittsformen kan en far en hgyere (enn 2) ordens ligning, som en ma iterere for a lgse.
Formelen gjelder heller ikke hvis en har klosser i vannstandsspranget eller hvis kanalen ikke har en
horisontal bunn.

Eksempel: Et vannstandssprang i en 4 meter bred kanal har en oppstrems dybde pa 0.2 meter.
Vannfaringen er 7.5 m3/s. Bestem nedstrems dybde og energidissipasjonen.

Losning: Regner ut Froude tallet oppstroms, men forst vannhastigheten:
U=Q/A=7.5/(4*0.2)=9.37 m/s
Fr* = U?/gh = 9.37°/(9.81*0.2)=44.8

Bruker formelen for vannstandssprang:
_h J1e8Er_1)=02 _
hz—?( 1+8Fr1—1)—7(\/1+8*44.8—1) =1.8m

Energien for vannstandsspranget er:

2

U 2
E,=h+—t=02+-2%
2g 2%9.8

=4.67m

Energien etter vannstandsspranget er:

) (75 )2
U
E,=h+—2=18+218 _;65m
29 2%9.8

Energitapet er da i meter:
AE=E —E,=4.67—-1.85=2.82m

Hvis vi konverterer dette til Watt med Energiligningen blir energitapet:
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N = pgQ(E>-E;) = 1000x9.18x7.5x2.82 = 207 kW

Klassifisering av vannstandssprang

Vannstandssprang kan klassifiseres etter oppstrgms Froude tall. Dette er gitt i tabellen under.

Froude tall |Navn Beskrivelse

1.0-1.7 Bolger Bolger pa overflaten

1.7-2.5 Svakt Liten endring i vannstand, lite energitap

2.5-4.5 Svingende |Flyttes frem og tilbake langs strammen. Bgr unngaes i kostruksjoner

4.5-9.0 Stasjoneert | Stabilt sprang, der energidissipasjonen foregdr over en kort strekning.
Anbefales for energidrepere.

Over 9.0 Kraftig Stabilt, men med bglger nedstrgms
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Nar bruker vi de forskjellige formlene?

For & beregne friksjonstap i et rar brukes oftest Darcy-Weissbach’s formel
Bade Mannings og Chezy’s formler kan ogsa brukes

For a beregne friksjonstap i en kanal med fritt vannspeil brukes oftest Manning’s formel
Chezy’s formel kan ogsa brukes i kanaler

Bade i rgr og kanaler brukes forskjellige formler for a finne singuleaertap. Som oftest er de pa
formen: hf = K*U2/2g, der K er en empirisk faktor tatt fra en tabell.

I et vannstandssprang brukes nesten alltid impulssatsen far a finne en ukjent vanndybde.
Kontinuitetsligningen brukes sa til & finne en ukjent vannhastighet. Friksjon neglisjeres oftest i
vannstandsspranget, men selve vannstansspranget vil medfgre et energitap. Dette kan beregnes med
Bernoulli’s ligning.

Beregning av trykk i rer skjer ved bruk av Bernoulli’s ligning eller Energiligningen.
Krefter pa konstruksjonsflater som blir truffet av straler beregnes oftest fra Impulssatsen. Dette
gjelder spesiellt hvis en sgker komponenter i forskjellige retninger. Kreftene pa sgyler, klosser etc. i

en kanal eller i et rgr kan ogsa beregnes fra drag-formelen.

Ved et overlgp vil alltid stremningen vere kritisk. Vannferingen finnes ved at Froude-tallet = 1
sammen med Kontinutetsligningen.

93



Appendix | Utledning av spenningsrelasjoner

Utledning av sammenhenger mellom spenninger og viskositet+hastighetsgradienter. Brukes til
utledning av viskgse ledd i Navier-Stokes ligninger (kp. 6). Star ikke i boka, og er ikke pensum.

Vi skal utlede fglgende formler:

Vi begynner med 4 se pa _
deformasjon av et element i en tid t+dt C
todimensjonal strgmning, fra ) D

tiden ¢ til tiden t+dt. Figuren til Y 4 dp [
venstre viser elementet ved to
de to tidspunktene. Venstre
element er ved tidspunkt t og
hgyre element er ved tidspunkt A dot
t+At.

tid t <,
Hastigheten i x-retning er u, og T
hastigheten i y-retning er v.
Elementsiden AB roterer en dy
vinkel do,, mens elementsiden

AD roterer en vinkel dp. A dxk B X

Gjennomsnittlig

vinkeltgyningshastighet av elementet, ¢,,, er gjennomsnittet av vinkelendringene do. og df} delt pa
tidsskrittet:

_1,do  dp
e =5 g ar)

Fra geometribetraktninger i figuren over har vi:

ov

9V iaxde
5o O X _ov
dx o0x
og
oU
oY dydi
o0 Y _ou,
~dy 0Oy
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Dette gir:

g =10V, U,
Y2'0x 0y

Lengden av elementet i x-retning gker i lapet av tidsskrittet fra dx til dx + %—lxjdx dt . Dette betyr

en lengdetgyningshastighet av elementet i x-retning, & lik:

U ivdt

. = 0x :aU
XX dxdt ox

Vi har her delt pa dx fordi vi gnsker en dimensjonslgs tgyning. Vi har delt pa dt fordi vi gnsker en
toyningshastighet, dvs tgyning pr. tid.

For Newtonske vaesker, har vi at en pafgrt skjerspenning er proposjonal med tgyningshastighetene:

Viskositet er definert ut i fra:

_du
Ty

For at denne ligningen skal passe inn i den todimensjonale ligningen, ma vi ha at:
T,=2ug,

Hvis vi bruker denne relasjonen om t,,, ma vi ogsa bruke den om 1,,. Vi far derfor

TXXZZMSXX

Dette gir
v =n (Y4 2V o =2, 9U
Xy M’ ay ax g XX u‘ ax

som var det vil skulle vise.
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