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Et ark med uttrykk og formler er vedlagt. Sensuren faller i uke 35.

Oppgave 1

Vi 4 V,

En partikkel med masse m beveger seg i et endimensjonalt potensial som er en overlagring
av en deltafunksjonsbrgnn og et potensialsprang:

Viz)=—-p0(x) + V,O(x) ; 6>0, Vop>0.

Her er
0 for <0

@(x):{ 1 for >0

sprangfunksjonen. I denne oppgaven skal vi studere energiegenfunksjoner for dette sys-
temet.

a. Innledningsvis far du tre sma oppdrag: #Finn hvilken form en egenfunksjon med
energi E <V, ma haiomradet z > 0. #Vis deretter at en egenfunksjon med energi
E > 0 beskriver en ubunden tilstand. #Angi hvor stor sannsynligheten er for at partikler
som kommer inn fra venstre med 0 < E <V blir reflektert.
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b. &Skriv ned skjstebetingelsene (for # = 0) som alle energiegenfunksjoner for dette
systemet ma oppfylle, ved hjelp av diskontinuitetsbetingelsen oppgitt pa formelarket. Som
anfort 1 pkt. a er egentilstander med F > 0 ubundne. #Hvorfor ma eventuelle bundne
egentilstander i dette potensialet ha FE < 07 [Hint: Finn ut hvilken form en egentilstand
med F = 0 ma ha for z < 0, om den eksisterer.| #Hva blir formen for = <0 for en
eventuell egentilstand med FE < 07

c. VI setter na

h? h?
og ﬁ:bRy:bi,

‘/c)zzf()l%y271072 5 5 2
meaj ag meag

der tallfaktorene vy >0 og b >0 er dimensjonslgse. I tillegg innfgrer vi en dimen-
sjonslgs energivariabel € ved a sette

Vi antar dessuten at partikkelen med masse m er et elektron (m = m,). For en bunden
tilstand (e < 0) ma e da oppfylle betingelsen

\/U0—€+\/—€:\/U0+|6|+\/E:b (vo >0, b>0).

A Utled denne betingelsen.

#Hvor mange bundne tilstander eksisterer det ifglge denne betingelsen (for en gitt b > 0)
i grensen vy — 0 (dvs nar potensialet forenkler seg til en enkel d-brgnn), og hva er
eventuelt e-verdiene (energiene i Rydberg-enheter) til disse bundne tilstandene?

& Hvor stor ma b minst veere for at det skal eksistere en bunden tilstand nar vy > 0,
og hvor mange bundne tilstander har vi nar b oppfyller dette kravet? [Hint: Ligningen
ovenfor kan lgses grafisk.]

d. Antanaat E >V, dvs € >y Spredningsprosessen der elektroner som kommer
inn fra venstre med energien E = ¢ h?/(2m.a?) og enten blir reflektert eller transmittert,
kan beskrives ved hjelp av en egenfunksjon pa formen

= ek e~k for 1z <0,
T teth for x>0,

der r og t er komplekse koeffisienter. Det kan vises at

Ve—ye—uvy+ib
Vet e—uvy—ib’

og at sannsynligheten for at elektronet blir reflektert er R = |r|*. #Finn R i grensen
der E naermer seg Vj ovenfra. Finn ogsa ut hvilke krav e ma oppfylle for at refleksjons-
sannsynligheten R skal veere mye mindre enn 1 for spesialtilfellene

& (i) vo=0 (og b#0, enkelt delta-potensial),

& (i) b — 0 (og vy > 0; enkelt potensialsprang).

r

(e > vy >0, b vilkarlig),

%
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Oppgave 2

En spinn—%—partikkel befinner seg i utgangspunktet i et konstant og homogent magnet-
felt B = Byn, der n=xsinf+z cosf, med 0 <O < xw. Nar vi ser bort fra andre

frihetsgrader, kan Hamilton-operatoren for dette systemet skrives pa formen

H=wSn= %hw on,

der vi antar at w er positiv.

a. ®Angi de mulige egenverdiene til S-n. Ved t =0 foretas det en energimaling som

etterlater spinnet i tilstanden
1
_ [ cos 56
x(0) ( sin %9 '

#Finn den malte energiverdien. #Hva er spinnretningen (( o ),) umiddelbart etter malingen?
#Hva er x(¢) og spinnretningen (o ), i tiden etter denne malingen (og fram til systemet
eventuelt forstyrres pa nytt)?

b. Vedtiden t; =4n/w er x(t1) = x(0). Ved dette tidspunktet endres B-feltets ret-
ning plutselig, slik at feltet ved t =1t er B = Byz, og slik at den nye Hamilton-

operatoren blir H = thwo.. Endringen skjer sa raskt at vi kan sette x () = x(0).
#Finn forventningsverdiene (E) og (E?) og usikkerheten AE for ¢ =1t]. @&Hvorfor
er disse stgrrelsene tidsuavhengige (helt til systemet eventuelt forstyrres pa nytt)?

c. @Finn forventningsverdien (S ), som funksjon av tiden for ¢ > t;.

Oppgave 3

Vo

X N L
Figuren viser et kubisk bokspotensial som inneholder et elektron i grunntilstanden. Ved
t =0 utsettes dette systemet for et elektrisk felt i form av en deltafunksjonspuls. Denne
svarer til et perturberende ledd V'(t) = —zpod(t), en perturberende kraft F(t) = zpyd(t)
og en impulsoverfgring py i z-retningen. Denne problemstillingen skal angripes ved hjelp
av forste-ordens tidsavhengig perturbasjonsteori. Som (normerte) energiegentilstander for
det uperturberte systemet kan vi bruke

Qﬁnwnynz - ¢nw <$)¢ny (y)qvbnz(z)v med Tﬂm (x) = \/ESin(na:ﬂ-x/L)a Ny = 17 2a cr, OSV.
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For t > 0 (etter at perturbasjonen er overstatt) kan bglgefunksjonen i prinsippet skrives
pa formen

U = Z anznynz wnznynz eXp<_ZEnznynzt/h)7

NgMNyNz

der amplitudene ay,,,,,, er tidsuavhengige. Det oppgis at
0 for k—n=0,£2,44,---

L
[,ME/O Vi (2) 29n(2)dz = 8knl
—m fOI' k—n:il,i3,

a. OFinn forst matrise-elementene Vy;(t) [av perturbasjonen V(¢)] som inngar i ampli-
tudene for overganger fra grunntilstanden ; =11 til tilstandene vy = 911,,,, med
n, > 2, uttrykt ved integralene I, ; (se ovenfor). #Beregn sa disse overgangsamplitu-
dene (a111-11n,) 0g de tilsvarende sannsynlighetene, uttrykt ved py og L.

b. @&Hvorfor er alle amplitudene A111ngnyn. med 1y > 2 og/eller n, >2 lik null?
A Hva er betingelsen for at forste-ordens-resultatene funnet hittil skal veere en god tilnsermelse?

c. Antana at elektronet i boksen er eksitert til tilstanden 199 (ved hjelp av en passende
perturbasjon), og at de-eksitasjonen skjer via spontan emisjon av fotoner. (Vi antar
at denne prosessen ikke pavirkes av veggene i boksen.) Den spontane overgangsraten
(sannsynligheten pr tidsenhet) kan da i dipoltilnsermelsen beregnes ved hjelp av formelen

3
WS
Winp =« ?ng |dyil?,

der 2 E

dy; E/w}"rwid?’rEéxdx+éydy+ézdz og Wif = sz
#Beregn z-komponenten d, av dipolmomentet dy; for overgangen fra ; = 19 til
Yy = Yp,nyn,, uttrykt ved integralet I, ,. #Finn ut hvilke spontane overganger som
bidrar til den samlede overgangsraten wags for tilstanden 1o99. @Finn et uttrykk for wago
og avgjor hvordan denne skalerer som funksjon av L.

d. #Anta at L =4ay, og finn tallverdier for (i) dipolmomentet d,, (ii) energien til
det emitterte fotonet, (iii) Bohr-frekvensen w;s og (iv) overgangsraten wag,. #WAvgjer om
dipoltilneermelsen er en god tilnsermelse for dette tilfellet.

Oppgitt:

Areoh? h?
_ IO 05291070 m S =136¢eV; h=06582-10""eVs;
mee? 2mead
—_ 62 — 1 .
 dmeghe  137.036

Qo

o c=2.998-10° m/s.



Vedlegg: Formler og uttrykk

Noe av dette kan du fa bruk for.
Diskontinuitetsbetingelse, med potensial V(z) = ad(z — a)

B 2mao

v(at) - va) = =

¥(a).

Endimensjonal boks, V(z) =0 for 0 <z < L, uendelig utenfor

2m

2 . h?k?
Uale) = | Tsinkuzs  Bu=R ky=nm/Li () =
Sannsynlighets-strgmtetthet

j(r,t) =Re \I/*(r,t)iV\Il(r,t) .

mn

Binomialutviklingen

(a—1)

(1+5)a=1+%5+“1'2 s |8 < 1.

Malepostulatet

(i) De eneste mulige verdiene som en maling av observabelen F' kan gi er en av egenverdiene f,,.

(ii) Umiddelbart etter malingen av F' er systemet i en egentilstand til den tilhgrende
operatoren F', nemlig en egentilstand som svarer til den malte egenverdien f,,.

Spinn 1
For en partikkel med spinn % kan en bruke spinnoperatoren

1 17 (A . A
S = sho = ;h(é,0, +e,0, + &.0.),

(01 (0 =i (1 0
“=\10) %= \i o) 727 \0 -1

er de sakalte Pauli-matrisene. Pauli-spinorene x, = < (1) ) og X_ = ( (1) ) er da

der

a

egentilstander til S, = %haz med egenverdiene :t%h. En normert spinntilstand x = b

kan karakteriseres ved spinnretningen,

(o) =xlox = &, Re(2a™b) + &, Sm(2a*b) + &, (|a]* — [b]?).



Matrisene S, = %haw osv oppfyller dreieimpulsalgebraen

[Sz, Sy] = RS,

[Sy, S,| = ihS,, [S.,S:] = ihS,.
Videre er
(10 32 (1 0
2 _ 02 _ o2 _(qa\2 2_ "
S, =2S,=25;=(5n) 4(0 1) og S s o)
Noen formler

sin(a + b) = sina cosb + cosa sinb

sin 2a = 2sina cosa;
cos(a+b) = cosa cosb—sina sinb

cos(2a) = cos® a—sin®a = 2cos’a—1 = 1-2sin’a

e /2i

tany = —— = tan(y + nn),
coty

sina = (e cosa = (e +e7')/2;
n=041, -

Tidsutvikling av forventningsverdier

s@i [ f@)e - ayda = f(a)

Utgangspunktet for tidsavhengig perturbasjonsteori

Med en Hamilton-operator H = Hy + V(t) kan den eksakte lgsningen utvikles i de up-
erturberte stasjonare lgsningene

= > au )V (x,1),

der

TO (e, 1) =, (r)e Bt/ Hyh(r) = Byt (r).
Det eksakte ligningssettet for utviklingskoeffisientene er

ih 2 = 3 e (a1 = (Ex - E.) /M

Vinl) = (el VOl = [ 65 V() dr.
0ni oppfyller den eksakte amplituden ligningen

()—6fz+mz/ etV () an ()

Til fgrste orden i perturbasjonen er da amplituden ay = a,—.; gitt ved

Med a,(ty) =

t

1 ot
iy = 6f7, 77, Wf"t Vfi (t/)dt/.



