& NTNU SIF5003 Matematikk 1
Institutt for matematiske fag for F1 hﬂsten 200

Lagsningsforslag - @ving 12

\J

Fra Edwards & Penney, avsnitt 10.2
r =4+ 2cosf er symmetrisk om z-aksen (cos(—6) = cos@).

r = 3sin 30 er symmetrisk om y-aksen (sin3(7m — 6) = sin 30). (I tillegg har man en treveis
rotasjonssymmetri som fplger av sin3(6 + 27/3) = sin 36.)
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Fra Edwards & Penney, avsnitt 10.3

Omradet innenfor r = 2 4 cos# og utenfor r = 2 be-
grenses av skjeeringspunktene gitt ved cosf = 0, dvs.
0 = +m/2. Ved symmetri blir arealet 1]

/2 1
A= 2/ 5((2+cos€)2 —22)dh
0

w/2
= / (4cos 0 + cos® 0)dh
0

. /2
:[ 6 sin26 T
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Vinkelen 6y til skjeeringspunktet mellom kurvene i
fgrste kvadrant er bestemt av
(1 — cosfy)? = 4 cos g
cos? 0y —6cosby+1=0
cosfy =3 — 22

(I siste linje kaster vi bort den andre lgsningen cos 6y =
3 + 2v/2 fordi cos Oy < 1.) Vi far altsa

90 90
A:2/ %(4COS@—(1—COS€)2)d9:/ (6cos — 1 — cos®0) do
0 0
0o
:/0 (6cosf — 3 — 2 cos26) df = 6sinfy — 260 — 1 sin 26.

Om man vil, kan man ogsa bruke sinfy = /1 — cos 93 og sin20y = 2sinfycosfy =
24/1 — cos 0 cos 0 og til sist ende opp med

A=12\/3v2— 4 — 2 arccos(3 — 2v2) — 1V2(3v2 - 4)3/2 (1)

Fra Edwards & Penney, avsnitt 10.4

Vi vil studere kurven
r=cos’t, y=sint

i punktet t = 7.

a) For a finne tangenten til kurven ma vi forst bestemme %. Vi bruker kjerneregelen
som gir oss
dy dydx dy i—%{

d " dedt T de @
Dermed blir

dy 3sin®tcost sint
— = - = — = —tant.
dz  3cos?t(—sint) cost
I punktet ¢t = 7 er da S—g = —1, mens
() =cos® T =(AV2)P = 1v2 og y(Z)=sin®T = (1v2)? = 1V2.

Tangentlinjen er da gitt ved

y—i\/i:—l(x—i\/i) & y:—x+%\/§.

b) Vi vil bestemme krumningen ved a regne ut 312712/. Ved a bruke kjerneregelen en gang

til finner vi

d (d
ey _ gy _#@(#) b
dz?  dex \dz) 4z 3cos?t(—sint) 3costtsint
Evaluert i ¢t = 7 blir da
%y, 1 8

e R NGV RV

Siden dette er positivt, er kurven konkav opp (konveks) i dette punktet.
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Fra Edwards & Penney, avsnitt 10.5

Bruker formelen

2T 2
Ay = 277/ xds = 277/ (b4 acost)adt = dan(br) = dabr?.
0 0

Her har vi brukt at ds = \/(—asint)2 + (acos t)2dt = adt.

Fra Edwards & Penney, avsnitt 10.MP
Vi vil finne buelengden av den parametriske kurven

x = In(cost), y=t, 0

IN

~
IA
4>_|>!

Buelengden vil veere gitt ved s = [ ds hvor

dz\ 2 dy 2
ds = — —= ] dt.
s \/(dt> + <dt)

Dette gir oss

1
sin ¢ sin? ¢ + cos? ¢ 1
o +12dt:/ bm—dz&:/d dt
cost cos2t cos?t
0 0
: 12

%

1 t t 1
—dt:/COS dt:/icos. . dt:/ du,
cost cos?t 1 —sin“t 1 —u?

0 0 0

hvor vi i siste overgang brukte substitusjonen u = sint. Ved delbrgkoppspalting finner vi
videre

)

1-w?2 1-u  14+u 1—u?
Ved & sammenligne koeffisienter far vi da at A+ B = 1, A — B = 0, eller tilsvarende
A=B= % Dermed blir

1 A B A +u)+B( - u)

13 13
_12/ L d+12/ ' du=|-imp \+11\1+y%ﬂ
T ) T T ) T T T T T
0 0
1 1+u]2¥? 1 1+1v2 1 1, ((2+v2) 2+2)
—1In :—lnil——lnlz—ln
20 1-ufp 2 1-3v2 2 27\ 2-v2)(2+Vv2)
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Oppgaver fra eksamensoppgavesamlingen

d
Vi benytter formelen V =7 / z2 dy.

For & veere sikker pa at det er lov & bruke denne integralformelen, trenger vi & vite at den gitte
kurven virkelig kan beskrives ved at z er en funksjon av y. Nedenfor gjor vi dette ved eksplisitt
regning, men vi kunne ogsa merket oss at y = asin'/" 0 -sin@ = asin"+™/" 9, som er en voksende
funksjon av 6 i omradet 0 < 6§ < 7/2. Sa vi kan omvende den funksjonen og uttrykke 6, og dermed

z, ved y.
Fra ligningen r = a(sin 0)"/™ far man
r" =a"sinf = a”g,
r
og dermed
(1,2 + y2)(n+1)/2 _ any7 ;(;2 _ a2n/(n+1)y2/(n+1) o y2.
Dette gir
a
V, = 7r/ (a2n/(n+1)y2/(n+1) _ y2) dy
0
_ [ o/t is)y/me1) _1,3]% _2 3 T
w[a nt3” Y 0 T3 Ty
Vi finner lim, .oV, = %wa?’. (Dette er volumet av en halvkule, som er rimelig fordi

limy, 0 (sin €)Y/ =1 nar 0 < 6 < 7/2.)
Alternativt kan det virke fornuftig a bruke 6 som integrasjonsvariabel: Vi finner
d 1
dy = (d_g sinf + r cos 9) de = a(a sin®=™/™ g cos 6 + sin/™ 0 cos 9) de
slik at

a w/2
T / 2 dy = ma® / sin?/™ 6 cos® 6 (% sin® =™/ cos 6 + sin*/™ 6 cos 9) de
0 0

hvor man s& setter inn cos?# = 1 — sin?6, og trekker den felles faktoren cosf ut av
parentesen, hvoretter v = sin skulle veere en effektiv substitusjon. Dette leder da ogsa
frem til malet, men ikke like raskt som lgsningen ovenfor.

1 /6
A:—/ (1 + 2sin0)*do

2 —m/6

1 /6
:5/ (1 + 4sin 6 + 4sin® ) df
—m/6

1 /6
25/ (1+4sinf +2(1 — cos 20)) df
—7/6

/6
—7/6

45 1 . : 1 15

1
= 5[39 —4cosf — sin20]
=In+ir—2cosIm+ 2cos(—4m) — §sin I + sin(— 1)
1 1

= 27w + 4 cos i Singw

1
=21 +2V3 - SV3=2r+3V3.
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b
ViharA:/ ydx der

r=1t, y=4-—1t% 0<t<2.

(a = x(0), b= x(2).) Her blir do = 3t>dt, s&
2 2
A= / (4 —t%)-3t%dt = / (12t% — 3t*) dt
0 0
2
- [4#” - §t5} _gp_ 330
0 )

Buelengden er gitt ved

s = /02 \/(2—92 + (%)th = ’ V(3t2)2 + (—2t)2 dt

0

2
:/ VIt2 +4tdt
0
hvor vi substituerer inn u = 9t + 4, du = 18t dt:
1[40 172 0 1 8
- d :—[— 3/2} — (40%2 — 43/2) = 2 (10%/2 — 1) ~ 9,07.
5184‘/5“183“ s ~ ol )= 37l )
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