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Utvalg og Estimering

▶ Data er et utvalg: X1,X2, . . . ,Xn uavhengige og identisk fordelt med
tetthet eller punktsannsynlighet f (x ; θ).

▶ Vi vil estimere modellparameter θ̂ = θ̂(X1,X2, . . . ,Xn).

▶ Vi antar typisk at fordelingstype (Normal, eksponensial, Poisson,
eller lignende) er kjent fra erfaring omkring mekanismen.
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Gjennomsnittet i et utvalg

X1, . . . ,Xn er uavhengige normalfordelte med E (Xi ) = µ, Var(Xi ) = σ2.

X̄ =
1

n
(X1 + . . .+ Xn)

1. X̄ estimerer µ. Det er et punktestimat.

2. Forventningsrett: E (X̄ ) = µ.

3. Varians g̊ar mot 0: Var(X̄ ) = σ2/n → 0 n̊ar n → ∞.

4. Z =
√
n X̄−µ

σ , Z er normalfordelt med E (Z ) = 0, Var(Z ) = 1.

Vi kan bruke standard normalfordelingen til Z til å lage et intervall for
estimering av µ, ikke bare et punktestimat.
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Varians i et utvalg

X1, . . . ,Xn er uavhengige normalfordelte med E (Xi ) = µ, Var(Xi ) = σ2.

X̄ =
1

n
(X1 + . . .+ Xn) =

1

n

n∑
i=1

Xi

S2 =
1

n − 1

n∑
i=1

(Xi − X̄ )2

1. S2 estimerer σ2.

2. Forventningsrett: E (S2) = σ2.

3. Varians g̊ar mot 0: Var(S2) → 0 n̊ar n → ∞.

4. Y = (n−1)S2

σ2 . Y er kji-kvadratfordelt med n − 1 frihetsgrader.
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Kji-kvadrat fordeling

χ2
34,0.05 = 22, χ2

34,0.95 = 49.
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Eksempel - variasjon i bredde p̊a akslinger

X1, . . . ,X35, Estimat for σ2 er S2 = 0.0029. Dette er bare et
punktestimat.
Er det slik at 0.0029 ≈ 0.005 ? Eller er 0.0029 << 0.005 ?
Vi kan bruke kji-kvadratfordelingen til Y til å lage et intervall for
estimering av σ, ikke bare et punktestimat.
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To-sample utvalg
Utvalg 1: X1, . . . ,Xn1 er uavhengige normalfordelte med E (Xi ) = µ1,
Var(Xi ) = σ2.
Utvalg 2: Y1, . . . ,Yn2 er uavhengige normalfordelte med E (Yi ) = µ2,
Var(Yi ) = σ2.
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To-sample utvalg estimering

Estimator av differansen µ1 − µ2.

X̄ − Ȳ =
1

n1
(X1 + . . .+ Xn1)−

1

n2
(Y1 + . . .+ Yn2)

1. X̄ − Ȳ er et punktestimat for differansen.

2. Forventningsrett: E (X̄ − Ȳ ) = µ1 − µ2.

3. Varians g̊ar mot 0: Var(X̄ − Ȳ ) = σ2(1/n1 + 1/n2) → 0 n̊ar
n1 → ∞ og n2 → ∞.

4. Z = X̄−Ȳ−(µ1−µ2)

σ
√

1/n1+1/n2
, er normalfordelt med forventning 0 og varians 1.
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To-sample utvalg estimering : askorbinsyre hos røykere /
ikke røykere

Estimator av differansen µ1 − µ2.

X̄ − Ȳ =
1

n1
(X1 + . . .+ Xn1)−

1

n2
(Y1 + . . .+ Yn2)

1. X̄ − Ȳ er et punktestimat for differansen.

2. Forventningsrett: E (X̄ − Ȳ ) = µ1 − µ2.

3. Varians g̊ar mot 0: Var(X̄ − Ȳ ) = σ2(1/n1 + 1/n2) → 0 n̊ar
n1 → ∞ og n2 → ∞.

4. Z = X̄−Ȳ−(µ1−µ2)

σ
√

1/n1+1/n2
, er normalfordelt med forventning 0 og varians 1.

Her er n1 = 24, n2 = 8, x̄ = 0.98, ȳ = 0.92, σ = 0.26. Hva om vi antar
µ1 − µ2 = 0?

z =
0.98− 0.92

0.26
√
1/24 + 1/8

= 0.56

Det er ikke veldig stort tall i en standard normalfordeling!
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To-sample utvalg estimering

Estimator av differansen µ1 − µ2.

X̄ − Ȳ =
1

n1
(X1 + . . .+ Xn1)−

1

n2
(Y1 + . . .+ Yn2)

1. X̄ − Ȳ er et punktestimat for differansen.

2. Forventningsrett: E (X̄ − Ȳ ) = µ1 − µ2.

3. Varians g̊ar mot 0: Var(X̄ − Ȳ ) = σ2(1/n1 + 1/n2) → 0 n̊ar
n1 → ∞ og n2 → ∞.

4. Z = X̄−Ȳ−(µ1−µ2)

σ
√

1/n1+1/n2
, er normalfordelt med forventning 0 og varians 1.

Vi kan bruke standard normalfordelingen til Z til å lage et intervall for
estimering av µ1 − µ2, ikke bare et punktestimat.


