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IT

FORORD

Ferelesningsnotata, som her blir lagde fram, gjeld dr.-
ing.-faget nr. 710 90 "Energi frd havbglgjer" ved NTH. Faget
vart gjennomfgrt for fyrste gongen i haustsemesteret 1979 med
i alt 50 forelesningstimar. Atte av desse timane fdrelas
universitetsstipendiat Lars Christian Iversen. Jfr. kapitla
C, E og F. Etter szrskild innbeding var tre av forelesningane
ved Dr. B.M. Count frd Central Electricity Generating Board,
Southampton, England. Jfr. kap. H og vedlegg 4.

Det er no vel seks ar sidan fgrsteamanuens Kjell Budal
og underskrivne tok til & arbeida med dette emnet ved Insti-
tutt for eksperimentalfysikk. Utgangspunktet for arbeidet
vadrt var m.a. bakgrunn i akustiske og elektromagnetiske
bglgijer. Eit bglgjekraftverk kan pd bglgjeteoretisk vis
samanliknast med ein mikrofon eller med ei mottakarantenne.

Forelesningane her er ogsd merka av denne bakgrunnen og
av vart eige arbeid i1 feltet gjennom seks 4r. Eg har prgvt &
halda ei einskapleg og systematisk framstelling av teorien,
men har sikkert ikkje lukkast heilt ut. Framstellinga her er
berre ei temmeleg uredigert form av notata til forelesningane.
Siste delen av innleiingskapitlet A har eg likevel "forvist"
til eit vedlegg 1. Framstellinga av teorien kunne nok med
fordel ha vore stramma inn ein del.

Meir praktiske forhold vedrgrande utnytting av energien
i havbglgjene har her i notata f&tt eit lite omfang,; etter
mdten endd mindre enn i sjglve forelesningane. Men dette er
eit emne som for tida er inne i ei sterk utvikling. Den reint
tekniske delen av emnet er enno fersk og inne i ein tilstand
av hyppige omskiftingar. Det kan difor forsvarast at ei
detaljert gjennomgding av den reint tekniske sida f&r venta
til eit seinare hgve.

Pvingsoppgdvene i faget hausten 1979 er med her som ved-
legg 2.

Eg takkar Randi Grgnli og Gillian P. Hagfors for ngyaktig

og grel maskinskriving av notata her.

Trondheim i februar 1980

Johannes Falnes
dosent
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A. INNLEIING

Det er nyttig & sj& p& likskapar og skilnader mellom
ulike slag bglgjer.

I alle fall har ei slik samanlikning hatt mykje & seia

for vart arbeid med havbglgjeenergi.

Me skal samanlikna elektromagnetiske bglgier (lys- og
radiobglgier) og akustiske bglgijer (lydbglgjer) med hav-
bglgier,

Denne samanlikninga kan vera nyttig for dei som har
bakgrunn i elektromagnetisme og akustikk. (Dei som ikkje
har slik bakgrunn, fir heller hoppa over denne samanlikninga

i staden for & la seg bli forvirra!)

Elektromagnetiske og akustiske bglgjer er vanlegvis
rombglgjer, medan havbglgier er overflatebglgjer.

Energitransport i bglgjer.

Intensitet I

T |
(1) = L - B
m

sm
Akustiske bglgjer og havbglgjer
I = pv (i tidsmiddel) (A1)

der p er det dynamiske trykket og v = v = partikkel-
farten Vv sin komponent i bglgieforplantingsretninga.

Merk at v = 0 , slik at

L= PtotalV = (pstatisk * pdynamisk)v = (pO * PV
= PgV + PV = pv
Elektromagnetisk bglgje (1lys, radiobglgie)
T-3=%x7 (Ah)

For rein vandrebglgie (progressiv bglgje, d.v.s. inga reflek-
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tert bglgje) gjeld
Elektromagnetisk bglgie
+
B = [El/2Z,

I vakuum eller luft er

I =5 = |B? = e _clE|? (A7)
o
c =3 - 108 m/s = lysfarten.

Akustisk bglgje (Jfr. t.d. Falnes & Budal, Bglgjelare)

Ve © p/pc (A8)

For luft ved 20°C og 1 atm. er massetettleiken (densitesten)
p = 1,21 kg/m3 og lydfarten c¢ = 343 m/s

pc = 415 Nsm™ 2
I =-—7p (A10)

For havbglgjer, som i motsetnad til akustiske og elektro-
magnetiske bglgjer er dispersive, gjeld ikkje ein tilsvarande

enkel samanheng mellom p og v (for ei progressiv bglgie).

Harmoniske svingingar. Impedans. Effekt.

Newtons lov

LLLe m§ = Fg + Fo + F(t) (A11)
S ' II% F(t) er ytre kraft.
Fijgrkraft FS = -Ss
§ = stivheten
Bremsekraft FR = -Rsg
(© IS = utsving
Fie fré likeveit R = mekanisk
resistans

A?



Ser pa mekanisk svingesystem med linear karakteristikk.
D.v.s. me gdr ut frd at R og S <(og m) er uavhengige av

s, 8 og 8. Me far den linezre differensiallikninga
mé + R§ + Ss = F(t)

Ser pa tvungne svingingar med harmonisk eksitasjon

F(t) = [F] cosCut + o) = Re(Fe’®®)
~ 7 ~% 3
= L petut , 1 p¥ -iut (A13)
2 2
|F| er amplituden av krafta.
P oo |B|e™r (A14)

er den komplekse amplituden. Oftast skriv me F = ?elwt

med di det er underforstdtt at me skal ta realdelen. Den

stasjonzre lgysinga av differensiallikninga er eit harmonisk

utsving

s = Re(@elwt)
Farten:

u = Re({e*¥Y) 4 = iwd
Akselerasjonen:

a = Re(4e¥T) 4 = iwl = -0’8

Innsetjing i differensiallikninga gjev
iwmd + RG + (S/iw)d = F (A18)

med lgysing for den komplekse fartamplituden

~ P
a = =
7 (A198)
der me har fgrt inn den mekaniske impedansen
Z =R + iwm + S/iw = R + iX (A20)

X = wum - S/w er den mekaniske reaktansen.

Merk kraft

Zmek B fart [Z) = Nsm

1

A3



Momentan effekt levert av den ytre krafta

F(tiu(t) = % (?elwt + ?*e'lwt) % (ﬁelwt + ﬁ*e-lwt)
- 3 (Bor e B BeIT L (p® o7I20Y)
Effekten i tidsmiddel er
re STy 1 ok Do~ _ 1 ~ Kk - 1 Y
P = F(Oult) = g (F0* + F*D) = 5 Re(FO*) = 5 Re(ZGE")
= 2 Re(2)[G]? = 1 RIG|2 (422)
Effekten i resistansen
2 1 12
Pp = Ru(t) = 5 Rl = P
Men merk at generelt er Ru? + F(tiult).
Eit energilager tek seg mellombels av skilnaden.
Max. kinetisk energi:
_ 1 ~2
wk,max = |uf
Max. potensiell energi:
1o qa12 o1 8 a2
wp,max =78 181° = 2 2 al
W
Elektrisk svingesystem:
L C ] Rel
v(lt) = P
0e£wt I[{')=I€Lw
a1 1 ¢
Utt) = L 3% + 5[ Idt + R4 I = 0 (A28)

Al



Harmonisk varierande spenning og straum. Likning for kompleks

amplitude:
A a1 1
U = Liel + 57+ R, 1 (A27)
0 =1z, (A28)
Zel = Rel + lxel elektrisk impedans (A29)
- -1 .
Xel = wlL e elektrisk reaktans (A30)
Tilfgrt effekt (i tidsmiddel):
P = UCOI(D) = + Re(01*) = 1 & |72 (A31)
2 2 el
Forbrukt effekt:
- 2 -1 212 _
Pp "= R JI7(t) = 5 Ryp [I]¢ =P
Harmoniske bglgier.
Plan akustisk bglgije
p(x, t) = Aet(WETkx)  p ilwt+kx) (A33)

(Som me seinare skal sj& gjeld tilsvarande fop det hydro-

dynamiske trykket med ei plan havbglgje, bortsett frd at der

er A og B ikkje konstantar, men minkar med vassdjupna:

A og B« Kz pa djupt vatn ( z positiv oppover.))

Plan (linearpolarisert) elektromagnetisk bglgie

> +H ® E
'

E(x, t) = aet(wt-kx) | o i(wt+kx) (A34)

vinkelfrekvens

vinkelrepetens (angulart bglgietal)

= 2m/w ~ perioden

2n/k - bglgjelengda

For akustiske og elektromagnetiske bglgjer, som begge er

dispersjonsfrie, gjeld

AS



w = ck (A37)
der ¢ er lydfarten, respektivt lysfarten.

Havbglgjer p&d djupt vatn er derimot dispersive med di

w? = gk (A38)

(g tyngdeakselerasijonen). Jfr. (Bu45).

Fasefarten:
- W
Ve T g (A39)
Gruppefarten:
- dw
\.a'g = 3K (ALQ)

For akustiske og elektromagnetiske bglgjer i fritt rom gjeld

Ve =V, = ¢ (uavhengig av w og k. Dvs.

dispersijonsfrie)

For havbglgjer pd djupt vatn:

-2 - £g. /B
Ve TR o Jﬁ: (AL2)

r
€
oy
€
"

(40}
fal
=

(AL 3)

Intensiteten.

For harmonisk akustisk bglgje eller havbglgje har me

iwt

p(x,y,2,t) = P(x, vy, z)e (A4Y)

vx(x,y,z,t) = (}x(x,y, z)eiwt (AL5)
F.eks. for plan akustisk bglgje (A33) er

5 = pe kX Be+ikx (ALE)

AR



Intensiteten

—— 1 A
I(x,y,2) = PV, T 3 Re(pv;) (AMT)

Er bglgja progressiv (t.d. med B =

= g 1i (A46) kan me bruka
(A8) eller (A10) for el akustisk bglgje:

’\A*
I:%Re(pp_):_._._

1 | 2
pc 2pc

| p (A48)

For ei harmonisk elektromagnetisk bglgje har me tilsvarande

f(x,y,z)

g(x’y’z, t) = Exﬁ =
-;- Re{-ﬁ(x, Yy 2) X ﬁ*(}(, ¥y z)}

(An9)
Er bglgja dessutan progressiv fir me v.h.a. (A7)
_ 1 2
I= 5 eoc|E| (A50)

Me ser pd utstrdling av ei harmonisk bglgje fri ei strdlings-
kjelde (bglgjegenerator, hggtalar eller sendarantenne)

Sfifaﬂll'ngs -
krelde

[ukka flate S

Effekten som stralar ut gjennom ei lukka Fflate

S omkring
"stralingskjelda" er

AT



P, =(ﬁ)f-d§ (A51)
3

Nir mediet som bglgja forplantar seg i kan reknast for taps-
fritt, er den utstrdlte effekten uavhengig av kor den lukka
flata S er lagt og lik den effekten som strdlar ut frd
stralingskjelda.

Strdlingsresistans og stralingsimpedans.

> Me tek for oss det mekaniske

svingesystemet me sdg pad tidlegare.

S E:JR Stivhet S,
£ friksjonsresistans R

masse m

f

P& figuren er skissert ei plate
som svingar med i rgrsla og fgrer
9 .
55N@L%q9- til bglgjegenerering i mediet (t.d.

rT] ﬁ}é&%ﬁ luft eller vatn). Det kan vera ei
C éj i akustisk bglgje. Er det nede under

ei havflate, kan det og vera snakk
om havbglgje. Systemet blir sett i tvungne svingingar av ei

ytre harmonisk kraft. Effekttapet i friksjonsresistansen

Rf ep

T “ 2

P = 5 Reldl (A52)
Ved den ytre krafta md det bli levert ein effekt P = Pf+Pr
der Pr er den utstrdlte effekten (A51). I analogi med
(A52) skriv me
1 A2
P, = = Rr]ul (A53)

der me kallar Rr for stralingsresistansen.

Ein annan mate & sj& det pd: Det at det stralar ut

energi med ei generert bglgie fdrer til at el reaksjonskraft

A8



F, verkar pd den svingande strdlingskjelda i tillegg til
den ytre krafta F. Newtons lov for svingesystemet kan da&
uttrykkjast - jfr. (A18) -
iomO + R G + o G=%+F (A54)
v 1w r

Me hugsar at mekanisk impedans er forholdet mellom komplekse
amplitudar for kraft og fart. Me skriv

F = -28 (AS55)

Her kallar me z,, for strdlingsimpedansen. Han er i linear
teori uvavhengig av amplituden. Derimot er Z., 4 sjd p& som
ein frekvensavhengig parameter som ogsd avheng av geometrien
til sjglve strdlaren. Generelt kan Zr vera kompleks:

Zr = Rr + J.Xr (A56)

. S A _ fa
(iwm + Rf + Ta + Zr)u = F (A57)
a = F (A58)

(RP+Rf)+i(wm+Xr-S/w)

Strdlingsreaktansen Xr skriv me ofte wm,, dexr m, er den
sékalla adderte massen.

Strdlingsimpedansen

Zr = Rr + 1mmr (A59)

kjem altsd i tillegg til den ordinazre mekaniske impedansen

Re + ilwm - S/w) for svingesystemet ndr dette stralar ut ei
bglgie.

Dette gjeld eit mekanisk svingesystem som strdlar ut ei
akustisk bglgje eller ei overflatebglgije p& vatn.

Men det er heilt analogt med ein elektrisk svingekrets

A9



10

som er kopla til ei utstrdlande antenne.

Rta,P, c(. L C \/

el — 7 J_

A

[+]

_ s 1
a1 " Rtap, ep T IWL 4 4 Zr,el

. 1
(Rtap * Rt 1(wL + Xr,el - GE)

Zr,el - Rr,el * lxr,el (ABQ)

Merk at (A60) er analog med (A59). Analogt med (A55)
har me

-0
- r
Zr,el = 3 (ABDa)
der Ur er den spenninga som blir indusert p.g.a. den
utstrdlte bglgja.
Analogt med (A53) har me
_ 1 22
P = 7 R, 11 (ABOD)

Absorpsjonstverrsnittet for ein mikrofon.

(Jfr. Meyer & Newman, Physikalische und Technische
Akustik (Vierweg, Braunschweig, 1967, pp. 180 - 182)).

Me skal sjd pd ein mikrofon i form av eit stempel som
star i ei opning i ein stiv vegg. Stempelradien a er liten
i forhold til bglgjelengda X for den innfallande akustiske

bglgja, d.v.s. ka << 1. Stempelet gdr inn i eit mekanisk

A10
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svingesystem som er karakteri-
sert ved massen m, den
mekaniske resistansen Rf og
stivheten 3. Me md ogsi ta
med den adderte massen m,

og strdlingsresistansen R,

i rekninga. Det fell ei
bglgie B, = Ae™H* 1oddrett
inn mot veggen ved x = 0. I _—
rommet x < 0 er den resul-

terande lydbglgja

p = AeTEKX | poikx | ﬁr (AG1)

der siste leddet stdr for den

bglgja som strdlar ut fra det

svingande stempelet. Nest

siste leddet stdr for den reflekterte bglgja. Den innfallande
bglgja blir totalreflektert (om stempelet er i ro). Altsd

er B = A,

Svingelikninga for stempelfarten U er

. ~ A s ~ ~ 2
+ + =
(lwm)u Rfu - plla

Me fgrer inn strdlingsimpedansen (A55)

=~ ~
Fr Pr 2 .

- === = = = TTa = 2 = R + 1im
u u r r r

For ka < 0,4 gjeld

R~ 4 pelka)? mal (A672)
r 2
2 8a (A63)

m =& pma —
r P 3w

med feil mindre enn 10%, (Jfr. Falnes & Budal, Bglgjelazre).

Med stempeldiameter 2a = 0,20 m gjeld for
v = w/2m < 200 Hz

2 1

(Hz, Nsm~

R, = 0,000022 v )

m, =~ 0,0032 kg

A1
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Svingelikninga kan no skrivast

. S ~ 2 _
{iw(m + mp) + (Rf + Rr) s o= (A + Adwa” = F
(ABY)
Amplituden blir stgrst ved resonans, d.v.s. nar
wi(m + m ) =S (AB5)
Da er den komplekse fartamplituden
q - 24ma’ (A66)
Y T R IR
f'r
Effekten absorbert 1 resistansen Rf er
2 2
P=pP. = R |ﬁ|2 = 1 g L(2Ama’) (A67)
f 2 °f 2 °°f (R.+R )2
fr
Effekten blir stgrst ndar den indre resistansen Rf i mikro-
fonen er 1lik stralingsresistansen (jfr. "resistanstilpassing")
2
2 2
p - la["Cma®) (A68)
max 2Rr

Ein like stor effekt P, = Rriﬁlz/Q blir forresten stralt
ut frd mikrofonen. Jfr. (A53)

I den innfallande plane bglgja er intensiteten - jfr.
(Au8) -

2
1. = 1al° (A69)

Me definerer absorpsjonstverrsnittet Aa for mikrofonen ved

P = IA (A70)
a

Med innsetjing frd (A62), (A68) og (A69) fér me

2
_ Pmax _ (ﬂaz) _ 2ﬂa2 _2n

Ay "1 7 TR pc = 72 °
i r (ka) k

2

m

>~

(A7)

el

Merk at Aa her er uavhengig av stempelradien a. Absorp-

sjonstverrsnittet kan vera mykje st@grre enn stempelarealet.

A12
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For v = 100 Hz er Aa bortimot 2 m2.

Om mikrofonen ikkje hadde stdtt i ein vegg, men vore
frittstdande, ville ei unders¢gking ha vist at absorpsjons-
tverrsnittet er

2

Ay * Ty (A72)

>

=

Resonansabsorpsjon.

Me ser pa eit mekanisk svingesystem som kan strala ut
energi. Svingesystemet kan brukast som bglgjegenerator
eller bglgjeabsorbator. La svingesystemet ha linear karak-
teristikk med masse m, stivhet § og mekanisk resistans R.
Deter paverka avei kraft Fe som kan vera ei ytre pdtrykt
kraft (nar systemet skal brukast som bglgjegenerator) eller
kraft fra ei innkomande bglgje (n&r systemet skal brukast
som bglgjeabsorbator). I sistnemnde tilfelle er krafta den
som verkar pad systemet ndr det er fastldst (u = 0). I til-
legg verkar ei reaksjonskraft F_ frd den utstrilte bglgja
som har sitt opphav i at systemet svingar med ein fart u.

Likninga for svingesystemet

. ol A SA-A A_A_ A_A_ A-. A
1wmu-+Ru-+IaL1-fé +Fr"Fe Zru--Fe Rru 1mmru(A73)
(iw(m+m)+(R+R)+-.S— 4= (A74)
T r 1w e
Effekt absorbert i den mekaniske resistansen R
a2
R |F_|
P =L RIGI? - e (A75)

2{(R+RP)2+(wm+mmr-S/w)2}

Me vil no velja systemparametrane R og m (eventuelt R og
S ) slik at den absorberte effekten P blir maksimum. Me
ser utan vidare at did m& me ha resonans

w2(m + mr) = 8 (A76)

A13
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slik at
RIP |
P = —-—-—e—-i (A77)
2(R+Rr)

Me ser at P = 0 for R =0 og for R = o,

3P _ s . 2 _ _
R - 0 ndr 1 (R-+Rr) = R2(R-+RP), dvs. R = R

P =P nar R = R (A78)

_ _ e
P =P * —%® (A79)

Tilsvarande for ein elektrisk

svingekrets med antenne:

. 1 N

(le'l'Rel"'m) I = Ue +UI‘ =

=0e-zreli=ﬁ—(Rr+xr) I

Ret L C ’ el
"““::'—‘””L“| (A8D)

(jfr. (ABQa)

Her er ﬁe eksiterande

spenning. TFor sendarantenne
er Ge padtrykt fra ein spenningsgenerator. For mottakar-
antenne er Ue den spenninga som den innfallande bglgja
induserer i antennekretsen ndr der ikkje gdr nokon straum

(T = 0). Her vil me analogt finna for

(resonans)

1.
wb + Xy, o "5 = 0 (A81)

og (resistanstilpassing)

(R - R =0 {AB2)
r
el

Alh
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at me far maksimal absorbert effekt

19,1 3
Prax = SR (A83)
r,el
Ved resonansabsorpsijon av ei bdigje som ikkje er reint
harmonisk, men som har eit spektrum med endeleg breidd

(Aw)E vil dei spektrale komponentane som ligg ved sida av
eigenfrekvensen

oy < S (832>

o m+m_lw
r o

bli mindre effektivt absorbert. (Jfr. A76.) Med (A78) R.=Rr
innsett i (A75) blir

IF_|?
P = > 7 = P(w) (A83Db)
(m+m_) w
nfor S - )
r ”Rr o \w, W
R+Rr Rr
S = 2 ) = R (A83c)

Den absorberte effekten er redusert til halvparten nar:

‘”_0__(_w___9) -4
432 wo v
w
(Y_1)= _m_.--.-g = % -2—-[_5.::!:21(
Y W, w 0
Y > 1 Y -—1- = +2k
@ % Yy
yn<‘l Yo -1 = =2k
Yn

1]
o

2 2 o
- -1 =k +VkS +1 -+ 1 r k+0
Y¢ 2KY¢ Y¢ K K Y¢ nar g

2
Yn +2|<Y¢ -1-=

|
o
-
1]
|
Fa
+
Fat
]
+
-

1 nd +0
Y, * 1 ndr «
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n oo« 2R

- _ - T
(Aw)res = w¢ o 28 = (m+mr(wo)) (AB3d)

<
A8

|

=<

"

Skal resonansabsorpsjonen vera effektiv, m& resonanskurva ha

ei halvverdibreidd (Aw)res som er st@grre enn breidda (Aw%:
for bglgjespektret. Dvs.

(Aw)res > (Aw)E (AB83e)

N B
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B. HYDRODYNAMISK POTENSIALTEORI

I dette kapitlet skal me stilla opp grunniikningane for
bglgjer, sdkalla tyngdebglgijer, som kan forplanta seg pd
overflata av vatn. Me skal sjd p& bglgjeutsving og energi-
forhold ved plane og sirkulare bglgjer.

Me startar med to grunnleggjande hydrodynamiske lik-
ningar som uttrykkjer bevaring av masse og impuls, nemleg
kontinuitetslikninga

30 4 g . (oY -
e t Ve (pv) =0 (B1)

og Navier-Stokes likning

2 i

$+-p-}? (B2)

z +(§F-V)$=—%VP+\{V

A

Dv
Dt

Her er p massetettleiken (densiteten) til vaeska, v er
strgymingsfarten til vaskeelementet, P er trykket og

Vv = n/p er den kinematiske viskositetskoeffisienten.
Vidare er % den ytre krafta pr. volumeining. Her skal me
berre sja pa tilfelle med tyngdekraft, d.v.s.

i

-
= pg (B3)

der E er tyngdeakselerasjonen. Me gir ut fria at vaska er

inkompressibel. D& er p konstant og (B1) gir

Ve v =0 (BU4)

Kvervelfri rgrsle i ideell vazske. Bernoullis likning.

Me kan ofte med god tilnzrming sj& bort fri viskosi-
teten, slik at me reknar ideell veske, v = 0, D4i blir
rgrslelikninga (B2)

<8

+V e VY o= - % Vp + g (B4a)

B1
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Me bruker vektoridentiteten

$x(Vx$)=32-vV2-$-v$ (BS)

og tek curlen til (B4a)
O (Vx V) =V x|-vw¥/2 + ¥ x(Vx V) -VER 43
5T v) = v v ox X v 5 g

No gjeld V x Vo = 0 og ogsd V «x E = 0 fordi E er kon-
stant eller meir generelt fordi krafta E kan utleiast av

eit gravitasjonspotensial, gz. Altsd er
g% (V x V) = ¥V x[V x(V x v)]

Dersom vaska ein gong i1 tida var kvervelfri, V «x V=0
overalt, t.d. ved at vaska var heilt i ro, vil ho alltid
sidan halda fram med & vera kvervelfri, med di (3/3t)V xv =0.

Me gdr ut fra at sad er tilfelle, at altsd

Vxvel (B9)

overalt og til alle tider. D& kan me skriva

Vo= V¢ (B10)

der ¢ er det sakalla fartpotensialet. Merk at (B10)
stettar (BS) p.g.a. vektoridentiteten ¥V x V = 0.

Me set (B10) og (B5) inn i (B4a)

o¢ v2 P
v (3? vt gz) = 0 (B11)

der me har fgrt inn ein oppoverretta z-akse og gravitasjons-

potensialet gz slik at Vgz = —E.

Integrasjon av (B11) giev
2
y_

3¢ )2} -
A st 5 + gz = C(t)

der integrasjons"konstanten" er uavhengig av romkocordina-

torane x, y, 0og z. Me kan {("without loss of generality")

B2
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L3

velja C(t) konstant. For me kan redefinera fartpotensialet

t
¢' = ¢ - [ C(t)dt

D3 skilnaden mellom ¢' og ¢ berre avheng av t og ikkje
av romkoordinatane, er v o=z Vé' = V¢. Me kan difor 1liksd
godt setja C(t) = C som uavhengig av tida. Altsa

2
3 , Y. 4R -
At t 5 5 + gz = C (B14)

Dette er Bernoullis likning. Denne byggjer pa fgresetnaden
(B9) om kvervelfri (irrotasjonal) rgrsle.

For stasjoner strgyming (g% s 0) kan ein utleia
Bernoullis likning
v2
-+ % + gz = C' = konstant langs ei straumline(B14a)

utan 4 gjera fgresetnaden om kvervelfri rgrsle V x v = 0.

Me ser at ndr vaska er i ro, d.v.s. nidr v = 0 og

¢ = konstant, er

- - 1
P % Pgtatisk - P8z + oC

Ved den fri overflata av vaska, der z = 0 ep p 1lik

atmosfaretrykket Difor er

Pluft'

Pstatisk ~ P82 * Pp,r¢ (B15)

Det hydrostatiske trykket aukar linezrt med avstanden under

overflata.

Grunnlikningane for tyngdebglgier. Linearisering.

Med & setja (B10), Vv = V4, inn i (B4) V - 5 = 0 fap
me den partielle differensiallikninga

Vg =0 (B16)

B3
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Dette er Laplace-likninga (som er kjent t.d. fra elektro-
statikken.)

Som grensevilkar har me
at pd faste overflater som
grensar mot vaska, mid nor-

malkomponenten av farten

4
n pa overflata vera 1lik >
normalkomponenten av par-
tikkelfarten v i vaska ved
grenseflata
Y e e e v g
TTI7TTs s
> _ _ ., _3_¢
u n=u =V =V n=n-°4*veé = T (B17)

I ei ideell vaske (v = 0) kan vaeska gli fritt langs den
faste overflata, sd det er ingen spesielle krav til tangent-

+ %)
komponenten av V.

Spesielt vil me for ei fast flate som er i ro (G = 0)
ha at

H-vq::-g%:o (B18)

Innfgrer me eit koordinatsystem med z-aksen peikande oppoven
vil me pd ein horisontal sjgbotn =z = ~h ha grensevilkaret
3¢/3z = 0,

S& md me sj8 pd grensevilkdret mot den frie overflata
(mot lufta). Overflata er z = n = ni{x,y,t). Me kallar n

%
) Tangentkomponenten er altsa vilkdrleg. For ei reell vaske med visko-

sitet gjeld dette grensekravet rett utanfor det sdkalla grensesjiktet
i staden for pi den fysiske faste flata. Dette spelar lita rolle sa
lenge grensesjiktet er svart tynt.

BY
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for bglgjeutsvinget
eller elevasjonen. ZA
Grensevilkdret er
at her er trykket —— ¢i
konstant og lik :

atmos faretrykket

Prluft:

Med bruk av
Bernoullis likning
(B14) far me

2 p
3¢ P + luft +
at 2 /. p
Z=1N

1
@]

For spesialtilfellet med inga bglgje, altsd vaska i ro, er
fyrste og tredje leddet null. Me ser d& at me m& velja kon-

stanten
| %
¢ = -tuft (B21)
p .
Altsa gjeld
2
9¢ v -
|t __ten= 0 (B22)
Z=M zZ=n

Me skal no ga ut frd at det er smid bglgjer slik at me
kan linearisera likningane. Me har at leddet v2/2 er lite
av andre orden. Dessutan set me (a¢/3t)z=n s (3¢/8t)2_

0
Grensevilkaret ved den frie overflata blir dermed:
n=- .23 (B23)
g ot 220

Me seier at (B23) er ei linearisering av det generelle
kravet (B22).

Den partielle differensiallikninga (B16), V2¢ = 0 er
el elliptisk differensiallikning i motsetnad til bglgije-
likninga for akustiske og elektromagnetiske bglgjer, som er
av typen

B5
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Dette er ei hyperbolsk differensiallikning. Det som gjer at
me far bglgjeldysingar av den elliptiske differensiallik-
ninga (B16), er at l¢ysinga md oppfylla randvilkéret (B23)
pd den frie overflata av vaska.

Det er altsa den frie overflata som er ansvarleg for
bglgjeforplantinga og det er tyngdekrafta som skaffar
bglgjene ein potensiell energi. Merk at tyngdeakselerasjonen
g gdr inn i randvilkaret (B23), men ikkje 1 randvilkéret
(B17) og ikkje i differensiallikninga (B16). Lgysingane av
differensiallikninga med randvilkdra kallar me tyngdebglgjer

for di tyngdekrafta er viktig fysisk sett. Tyngdebglgjer
pa havet kan me gjerne kalla havbglgier.

Me vil derivera (B23) m.o.p. t

_ 1 2% _ao Y
g 542 3t z T 93z
- t _ - -
z=0 n=0 z=0

Grensevilkiret (B23) ved den frie overflata kan difor

skrivast som

2
(?l_g’ + g 39) =0 (B25)

slik at ¢ er den einaste avhengig variable som gdr inn i

kravet.

Trykket p 1 vaska er summen av eit hydrostatisk trykk
og eit hydrodynamisk trykk

P = Pgtatisk den (B26)

Med bruk av (B15) og (B21) i Bernoullis likning (B14) £f&r me

= -y 29
Payn = 7P 3¢

ndr me lineariserer bort leddet v2/2. Heretter vil me

slgyfa indeks "dyn" og la p std for det hydrodynamigke

B6
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trykket, altsa

. = -p 20
p = Payn = P 37 (B27)

Regulzre (harmoniske) bglgjer. Dispersjonslikninga.

Nér tidsvariasjonen er sinusforma, kan me skriva

¢ = 9(x, ¥, 2, t) = B(x, y, z)el0t (B28)

der § er den komplekse amplituden av fartpotensialet, og
der det er underforstdtt at me skal ta realdelen av den
komplekse hggresida i formelen.

Differensiallikninga (B1y) ©g grensevilkdra (B17) og
(B25) kan skrivast

Overalt;

2 2 2

UAT TN PURN AUl [P (B29)

2 z 2
X oy 9z

Pa faste overflater S:

3 .
u

R-Ve=3. p& S (B30)

Pa den frie overflata:

(_m2$ v g %%) = 0 (B31)
z=0

Bglgjeutsvinget (elevasjonen)

A=-223 (B32)

g8 "i,=0

Det dynamiske trykket
D = -iwpd (B33)

Jfr. (B23) og (B27).

Me prgver & finna ei partikular lgysing av differensial-~

B7
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likninga (B29) med Bernoullis separasjonsmetode, d.v.s. med

& setja

$(x, v, 2) = H{x, y)Z(z) (B3u)

A

Innsetjing i (B29) og divisjon med ¢ gjev

1 3%H , 8%H) . _ 1 9%z
H(x, y) 352 3y2 Z2(z) az2

Venstre sida er ein funksjon berre av x og y. Hggre sida
er ein funksjon berre av z. Begge sidene er like, og dei

md difor vera uavhengige av x, y og z og difor ein konstant

som me kallar -k2. Altséd
P
éu% = k27 (B35)
dz
2 2
vig = {2 4 -3—) H = -k2H(x,y) (B36)
H 2 2
9Xx ay
Lgysinga av (B35) er
Z = c ekz + C e_kz

+ -

Me vil ogsd fa integrasjonskonstantar ndr me skal lgysa
(B36) for H. Me vil difor velja Z2 =1 for =z = 0,
Altsa

Me gar ut fra at veska botnar pad eit fast horisontalt plan,

z = -h, som er i ro, slik at randkravet (B30) gjev
92 - 9 for z = -h (B39)
9z
D.v.s.
k(<:+e_kh - c_e+kh) = 0
-2kh
c_ = 4c.e
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-2kh
1 - c, ~ +c+e
o=, (1 4 e—Zkh)
L
+ 1+c-2kh
c =1 - ¢ :Bﬂ;l:i—.ﬂ_
- 1 o 2Kn 7-o-2KD
a) - ekz+e--2]<h-kz _ ek(z+h)+e-k(z+h) _
1+e-2kh ekh+e-kh
_ cosh{k(z+h)} _
= YY) = e(kz) (B40)
Merk at ndr h » o vil e(kz) » e 2. D.v.s. for "djupt
vatn", kh >> 1 gjeld e(kz) = ekz (B41)
D& har me altsd den partikulzre lgysinga
d = H(x, yle(kz) (B42)
med
_ cosh(kz+kh)
e(kz) = cos TR {(B43)
der H er el lgysing av (B36). N&r me seinare lgyser denne

likninga for tilfellet med plane bglgjer vil me finna at k
er vinkelrepetensen.

Me md ogsd ha oppfylt grensevilkdret (B31). Dette
kravet gjev oss dispersjonslikninga

uJ2 - de(kz) - ok sinh(kh)
& 3z 220 g cosh(kh)
eller
02 = gk tanh(kh) (Buu)

BS
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For djupt vatn kh >> 1 gjeld

w” = gk (BuY5)

i samsvar med den tidlegare pastanden (A38).
Merk at

tanh(kh) > 0,95 for kh > 1,83 eller h > 0,3A
tanh(kh}) > 0,99 for kh > 2,6 eller h > 0,422

Vilkdret for 4 rekna med djupt vatn er altsd, avhengig av
kor ngyaktig me vil rekna, at djupna er minst ei tredjedels
eller ei halv bglgjelengd.

For djupt vatn er bglgjelengda

A= 20 - 278 . & 12 _ (4,56 m/s2)T2 (B46)
k 2 2m

W

Som me fgr har funne - jfr. (A42) og (A43) - gjeld for djupt

vatn
/% (B47)

For grunt vatn med horisontal botn, kh << 1 gjeld

- :E
2vg vf o

w? = gk(kh + ...) m ghk?

I denne tilnarminga er bglgja ikkJe dispersiv d&

Vg = Vg T vV gh (B48)

uvavhengig av k og w.

Teorien her er linezr, men la oss likevel prgva & gi ei
kvantitativ forklaring av bglgjebryting pd grunt vatn.
Formelen

— V:vf:\/gh

g
tyder pa at bglgja gér

h

S T fortare pd bglgjetoppen
P

enn i bglgjedalen, for

di h_t > hd'

B10
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Tilslutt blir det ein loddrett kant ("brimhestar" ) og di
gjeld sjglvsagt ikkje linezr teori lenger, med di 3n/dx—+ =.

For vilkdrleg djupn h gjeld (BLlL) som er ei transcen-

dent likning for k. Numerisk kan me finna k t.d. ved

iterasjon. Tilnzrming nr. n
PALLDI wz(n_1) (B49)
g tanh(k h)
med k(O} = mz/g. Fasefarten er
ve = ¢ = V (g/k) tanh(kh) = E tann(xh) (B50)

For & finna gruppefarten Ve differensierer me (Buu)

T

gdk tanh(kh) + ___5%_"__ hak
cosh? (kh)

2wdw

[E]

gk tanhk

cosh{kh)sinh{kh) hdk

= =— gk tanh(kh) +

k2 2w’ hdk

* Sinh (7K

]
~
€

v o= dw_ow 2kh
g ~ dk T 2k Sinh(2kh)

D& ve = w/k , fédr me altsd

_ f(kh) _ g
¢ © TEEnREI Ve © 25 (KR (B51)

der me har f¢rt inn djupnefunksjonen

f(kh) = (1 + EIH%%%EFT) tanh(kh) (B52)

for di me far mykje bruk for denne funksjonen seinare. Merk
at for djupt vatn, kh >> 1 er f(kh) » 1 og tanh(kh) =~ 1.
For smi kh gjeld

tanh(kh) = kh + ... og f(kh) = 2kh + ...

B11
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Medan tanh(kh) er ein monotont aukande funksjon har f(kh)

eit maksimum f = 1,200 for kxh = 1,19,
maks

For vilkdrlege w, finn me k av den transcendente dis-
persjonslikninga (Bu4b4) og sd finn me Ve ©OF Vg av (B50) og
(B51). Samanhengen er vist grafisk i kurvene i figuren
nedanfor

(K]

e A=-1

0.¢ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
wh_ b
2ng Ao

Fasefart Ve gruppefart Vg ©9 bglgjelengd A som funksjon
av djupna h. Indeksen < svarar til uendeleg djupn.

Me skal finna ei partikular lgysing av (B36)

20 . 2
VgH = -k

ogsd ved Bernoullis separasjonsmetode. Bruker me kartesiske

H

koordinater (x, y), fdr me ei plan bglgje som lgysing.
Bruker me polarkoordinatar (r, 0), fidr me ei sirkuler bglgje

som partikulzr ldysing.

B2



28

Plane bglgjer. Intensitet og energitransport.

Me skal sja pd ei plan harmonisk bglgje som forplantar

seg i x-retning

3 _
(B36) med 3y © 0

2
ﬁ_% = -k°H (B54)
ax
H = Ae-lkx + Be1kx (B55)

(sum av ei framovergdande og ei tilbakegdande bglgije)

Innsett i (B34) og (B40) fé&r me den komplekse amplituden av
fartpotensialet

3 = (he-ikx | Be T1K%y 0 (x2) (B56)

Me ser at k er vinkelrepetensen for den harmoniske bglgia,
slik som pdstatt tidlegare i tilknyting til (B43) og (Bau),

Ofte vil me oppfatta den tilbakegdande bglgja som ei
reflektert bglgje og den framovergdande bglgja som ei inn-
komande bglgje. D& skriv me (B56) som

¢ = - f% ni(e—ikx + 7e K¥ye (kz) (B57)

der T er "refleksjonskoeffisienten" og n; er den kom-

plekse amplituden av elevasjonen ved x = 0, dersom der er

inga reflektert bglgje. Av (B32) fir me nemleg

A= - %g (Ae~1kx Be+1kx) -
~1kx +ikx ~ A
ni(e + Te ) = Ng + Ny (B58)

der dei to ledda ﬁf og ﬁb gijeld respektivt framovergdande
og bakovergdande bglgje. Me har altsd av (B32),(B33) og (B56)

® = :_% e(kz)f (B59)
D = pghe(kz) (B60)

B13
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Det hydrodynamiske trykket minkar altsd som funksjonen e(kz)

med avstanden under overflata. Med bruk av (B10), eller

”~
¥ = Vp, f&r me dessutan

Ve T3x 9 T8 e(kz)(nf nb) (B61)
~ - 3 ~ _ ik 1 ~ ~
v, T 33 ¢ = g o e (kz)(nf + nb) (B62)
der
(B63)
e'(kz) = HT%ET e(kz) = siii;fagiﬁ) = a(kz)tanh(kz + kh)

Dersom me har ei framovergaande progressiv bglgie
(ﬁb = 0) pa djupt vatn (kh >> 1) er rgrsla av vaskepartik-
lane sirkulzrpolarisert med negativ dreieretning {(med ur-

visaren)

wﬁfekz (B6LY4 )

Fay
v
X

iwﬁfekz (B65)

1]

P
v
Z

Dette har me funne ved & bruka dispersjonslikninga (Bu45)

w" = gk.

Vaskepartikkelutsvinget er

~

3 5.

; w4t E = v/iw (B66)
¢ . _in _kz
Ex = -inge (B67)
2 _ ~ kz
£, ~ nee (B68)

For ei bakovergdaande progressiv bglgie (ﬁf = 0) pa dijupt

vatn er r¢grsla sirkularpolarisert med positiv dreieretning

B1y
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(mot urvisaren).

Ndr bdde ﬁf #+ 0 og ﬁb * 0 er rgrsla elliptisk pola-
risert med forhold (gl + Iﬁbl)/(lﬁfl - [fiy]) mellom den
lange og den korte aksen i ellipsen. For ei reint stdande
bglgie, ]ﬁfl = Iﬁbl, er svingergrsla linearpolarisert.

Med endeleg vassdjupn er svingergrsla elliptisk polari-
sert ogsd for progressive bglgier.

Me skal sjd pd energitransporten i denne plane bglgia
som forplantar seg i x-retning. Etter (A47) er intensiteten

) (B69)

Ved innsetjing frd (B60) og (B61) fir me bruk for produktet

~ A -~ A - el 2 A 2 Sk A ”~ ~ ok
- * = - -
(Mg + Apdng - A)) gl [ 1 + (Eny, = AA%
(B70)
D& siste leddet her er reint imaginart, fir me
R A2 KPEE a2 e 42. 2
I = wkp|§|° = —55— Cngl® - A f)e” (k2) (B71)

Effekttransporten pr. lengdeeining av bglgjefronten
(som her er parallell med y-aksen) er

0 2 R . 0
K= [ Iz = BE (7 )%~ [ 1Dk f e?(kz)az (872)
~h w -h

Mellomrekning:

° cosh?(u+kh) du= [ cosh(2u+2kh)+1

0
k [ e?(kz)dz = 5 5 du
-h -Kh cosh?(kh) -kh 2 cosh®(kh)
- 2_8inh(2kh)+kh _ sinh(kh)cosh(kh) (1 + —2kh )
2 cosh®(kh) 2 cosh?(kh) sinh(2kh)
1 2kh _ 1
- 4 (1 T )tanh(kh) = 1 fam) (B73)

der f(kh) er gjeven av (B52).

B15
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Altsa
2
k = RE LKD) (15 12 f %) (B74)

For ei reint progressiv bglgje (B = 0, T = 0, eller ﬁb = 0)
har me

2 2
K = Lg fé}kh) |ﬁf|2 - PE Efokh) |ﬁl|2 (B75)

Me fgrer inn perioden T = 2n/w og bglgjehggda
H = 2|ni]. For djupt vatn er £f(kh) = 1 og

2
K = B2 T2 = (976 Ws 'm S)TH? (B78)

ndr me set p = 1020 kg/m3 for sjgvatn. Med [K] = kW/m,
[T] = s og [H] = m gjeld avrunda
(K} = {T}{H}?
for ei regulzr bglgie.
T.d. med T =10 s og H =2 m fir me K = 40 kW/m.

S& vil me sja pa energien som er lagra i den progressive

bglgia. I tidsmiddel er den kinetiske energien pr. volum-

eining
1 1 A A e ™ _
7P 7 RE{vax * Vzvz} -
1 \? 2 2 A 2
= =P (5—) (e“(kz) + e'“(kz))|n.| (B78)
4 w f
2 2 cosh2(kz+kh)+sinh2(kz+kh)
e“(kz) + e'“(kz) = 5 =
cosh” (kh)
2 coshz(kz+kh)-1 2 1
= 5 = 2e"(kz) - —
cosh®(kh) cosh” (kh)
Kin. energi pr. volumeining:
1 (gk\? [..2 1 A2
L (8 {2700 - ——1) 1l
cosh” (kh)
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0
Ved integrasjon [ dz far me E, - kin. energi pr. flate-
-h
eining av sjgoverflata. Bruk av (B73) giev

2
1 X 1 h a (2
E_ =~ p (5—) {- f(kh) - —-—————} Inc| (B80)
kb w k cosh?(kh) £
E = PE gk {f(kh) - -—lﬁi——} ENE
kb2 cosh’kh! T

Med bruk av (B44) og (B52)

BE A 2 Z2kh - kh =
i gl (1 +

E 5inh(ZKhy ~ Sinh(kh)Cosh(km)

k

n

A 12
2 1A | (B81)

Ep - botensiell tyngdeenergi pr. flateeining.

Potensiell energi for eit rektangel 1 bglgijelengd lang og ei

lengdeeining brei:

e N s

A2 A2 5
EXx= [ pgn3d 2dx = pg [ nfdx (B82)
P 2

1] 0

A/2
1 2 A 2
St Fog [ onters 8 0y (535
Me ser at hd
= = P8 1~ 2
B = B = B8 |h] (B8Y)

Dette er analogt med at energien som er lagra i ei progressiv
elektromagnetisk bglgije er likt delt mellom elektrisk energi
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og magnetisk energi. Energien lagra i ei progressiv lyd-
bglgje er likt delt mellom kinetisk energi og potensiell

elastisk energi.

Energien pr. flateeining av sjgoverflata blir altsé
. TSP
E=E + Ep 3 |nf| (B85)
Me kan definera ein energiforplantingsfart for den pro-

gressive bglgia

_ K _ g
ve = F = 55 f(kh) (B86)

Samanliknar me med (B51), ser me at dette er gruppefarten.

Altsd har me

K=vE (B87)
g

for den progressive bglgja.

Sirkulare bglgjer.

Me har funne ei partikular
lgysing (B42)

3 = H elkz) (B88) ' 34

H er ein funksjon av koordinatane
X o0og y. Men me fgrer inn polar- (xy)

koordinatar r, 8 wved

x = r cosf
y = r sin® > X
Funksjonen H skal oppfylla (B36)
2 2 2 2
afm=vip= 20, 2820, 100, TR (g
X 9y ar r- 96

Me prgver atter & bruka Bernoullis separasjonsmetode for &

finna ei partikular lgysing

B18



H(r, 8) = R(r) 0(6) (B90)
Innsetjing i (B89) og divisjon med H/r2 giev

2 2
r (d R 1 dR | kz) 1 d°e 2

— | =2 = - —— = n

+ - == —_—
R dr2 r dr 0 2

der n er ein konstant for di hggre sida er ein funksjon

berre av r, medan hggre sida er vavhengig av »r.

Altsa
a‘e 2
—5 = 0 "(B) = -n“e (B91)
de
2 2
9-§ + % %% + (k2 - ﬂﬁ) R = 0 (B92)
dr r
eller
1 2 2
R" + — R' + (k - ﬂ—) R = 0
r r2

Den generelle 1lgysinga av (B91) skriv me

0 = © = c_ cos(nd) + ¢ sin(n8) (B91a)
n c s

der C, 98 ¢, er integrasjonskonstantar. Me mi ha ei

eintydig lgysing, d.v.s.
en(e + 2m) = Gn(e) {(B91b)
Dette krev at n er eit heilt tal

n=20,1, 2, 3, ... (B%1¢c)

D& me har integrasjonskonstant ogsd i 1lgysinga for faktoren
R(r), vil me setja

emax = 1 (B914d)
slik at
2 2 _
CS + Cc = 1 (B91e)

D3 kan me skriva

B19
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en(e) = cos(nod + wn) = cosy cos(n8) -51nwn sin(n®)

(B93)

der ¢ er ein integrasjonskonstant som f@grebels er uspesi-
fisert.

Fgr me skriv opp noka generell lgysing pa (B92) vil me
konstatera at i ei ideell vaske som er ikkje-viskgs og der-
med tapsfri, sd ma den effekten Pr som passerer ein sylin-

der med stor radius r vera uavhengig av r. D.v.s.

Pr = K « 27r uavhengig av

Alts& m& K « r ', TFor store r er den sirkulare bglgia
ner plan (krumminga av bglgjefronten har lite & seia). D&

_1
gjeld (B75) - K « |ﬁl2 - som visar at |n| « r 2. Dermed

~

- jfr. t.d4. (B59) ¢ = :§G e(kz)n - og

-l
IRl = r 2. Men R har og ein fase, som for ei utovergdande

=

er [§] «r”

bglgje er -kr. TFor store r mid me altsa venta

~ -1 3
b « v Ze lkr‘e(kz) (B9Y)

Bessels differensiallikning (B92) har dei to lineart
vavhengige 1lgysingane Jn(kr) og Nn(kr), som er Bessel-
funksjonar av orden n. Jn er av 1. slag og Nn av 2. slag
Jn er endeleg for r = 0, medan Nn + oo npndr r + 0. Andre
singularitetar finst ikkje for r # «. For store r gar

n

J og Nn som cosinus- og sinus-funksjonar multiplisert
-l
med r 2. I analogi med Eulers formlar

ikr
e

cos(kr) + 1 sin(kr)

(B95)
-ikr
e

cos(kr) - i sin(kr)

definerer me Hankel-funksjonar av orden n og av 1. slag,
respektivt 2. slag.

(1) .
Hn (kr) Jn(kr) + 1Nn(kr)
(B96)

12 (kp)
n

J (kr) - iN_(kr)
n n
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Merk at
Hé1)(kr) - ( (2) (xp )) (B97)

Asymptotisk gijeld

(2)(](1") s ‘/ 2/(‘”](1‘) e-i(kr'-'n'ﬂ’/Z-Tl‘/tl-)(,l + 0 {_:I_})

kr
ndr kr -+ o (B98)

(Jfr. t.d. Jahnke-Emde-Lgsch, Tafeln h&herer Funktionen,
1960, p. 146,)

For p = kr + 0 gjeld (med Yy = 1,781...)

2
(2) -1 2 2 _ s P 2
H0 (p) = 1 = 1n 75 + 1 iss 1n Yo + O{p }
(2) S 2
=i £ 4 - 99
Hy" (o) i i8 in 7 * 0{p} (B99)

n —

Lgysinga av differensiallikninga (B92) kan me difor

skriva
_ (2) (1)
R(r) = Aan (kr) + Ban {kr) (B100)

der A og B er integrasjonskonstantar. Av det asymp-
totlske uttrykket (B98) ser me at H( ) representerer ei
utovergdande bglgie og av (B97) at da representerer H(1)
el innovergdande bglgje. Me skal bruka strallngsv1lkaret

for utgaande bglgje i uendeleg og setja Bn = 0. D& har me
lgysinga

(2)

¢ = A H (kr)@n(ﬁ)e(kz) (B101)

Ein sum av slike lgysingar

3= F au2%moe (8)e(kz) (B102)

n=0 l'lI'l

er ogsa ei lgysing som oppfyller strdlingsvilkdret, disper-
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sjonslikninga (B44) og Laplace-likninga (B29).

Etter (B98) gar (B102) over til

~ -1 =4
5~ A(B)e(kz)(kr) 2 Y T for kp >> 1 (B103)
der
a8) = £ VZ7F Ao (0) eilnm/24m/4) (B104)
n=0

Den utgdande sirkulzre bglgja har sitt opphav i el
stralingskjelde i eller ved origo, v = 0. Det er berre i
spesielle tilfelle at fartpotensialet er gjeve pa den spesi-
elle forma (B102) der variasjonen med =z er teken vare pa
med faktoren e(kz). Ei meir generell lgysing som oppfyllar
Laplace-likninga (B29), grensevilkdra og strdlingsvilkaret

for r > w, er av forma

kr

% = $l(r, 8, z) + A(B)e(kz)(kr)_%e_i (B105)

Her representerer siste leddet det sdkalla "fjernfeltet",
medan fyrste leddet $1 representerer "narfeltet", eit
lokalt fartpotensial som "knyter" fjernfeltet til strdlings-
kjelda pa ein slik mdte at grensevilkdra ved strdlingskjelda
er oppfylte. Det kan visast at det lokale feltet $l min-
kar med avstanden r fra kjelda minst sa sterkt som 1/r.
Jfr. t.d. pp. 475-478 i Wehauser + Laitone, Surface Waves,
Handbuch der Physik, Bd. IX, pp. 446-778 (1960).

Med bruk av (B32) gjev (B105)

A ~ i A 1 B —
A= fle, 8) = - %? 3,(r, 8, 0) - %? A(8) (kp) Ze KT

(B106)

For store (kr), der $l kan neglisjerast, vil (kr)_%
variera relativt lite over ei bglgjelengd, sa krumminga av
bglgjefronten har lite & seia. Me kan dd bruka energitrans-
portformelen (B75) for plane bglgjer og byta ut [ni| med
|§ A(B)(kr)_%|. Effekten transportert pr. lengdeeining av
bglgjefronten blir dermed
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2 2
Kr, 0) = ZGUOE 9 jacp)2 = WeLIKR) e 2

Den utstrdlte effekten blir

2w 2w
P.= [ K(r, 8)rds = EﬂﬁéFEl [ |acey|%as (B108)
0 0

For sirkularsymmetrisk strdlingskjelde er etter (B104)

a=V2 Aoel“/” (B109)
slik at
p, = wollkdh) \, |2 (B110)

Dette er nyttig ndr me seinare skal finna strdlingsresistan-
sen for ein rundstrdlar.

Spreiing av plan bglgje pd vertikal sylinder.

Me ser pa tilfellet med ein vertikal sirkular sylinder
med radius a. Sylinderen stdr pd sjgbotnen og har akse
samanfallande med

z-aksen. Etter
grensevilkdaret (B30)

|
md me ha |
99 3z i
¢ " - - - —_ _.-_._. _-_'_....._.
| = 0 (B111) - - - —1
r=a | h
. . &
Det fell ei progressiv — l

plan bglgie

TSI ITFITFIPPP P PP 7777772777

A -ikx f
Ng = n;e (B112)

inn mot sylinderen. Denne bglgja kan ikkje dleine oppfylla
grensevilkdret (B111). P.g.a. diffraksjon blir det sett opp
el spreidd bglgie ﬁs slik at den resulterande bglgja blir
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-ikr cos# ~
s n;e + ns(r, 8) (B113)

~ =A +A
n Ng n

Me md ha ﬁs slik at den resulterande bglgja oppfyller
grensevilkaret (B111) ved r = a.

Me skal sjd at dette kan oppfyllast med ei spreidd
bglgie $s av typen (B102). P.g.a. symmetrien i problemet
md me ha @(-08) = 0(9). Difor set me b= 0 i (B%3),
slik at en(e) = cos(nb).

Av (B102) far me d& for det spreidde fartpotensialet

(2)

v = b Aan

n=0

(kr)cos(n®le(kz) (B114)

S& bruker me den matematiske formelen

emlkx = e—lkr cos _ Jo (kr)+2 ¥ (-i)an(kr)cos(nB)

n=1

(B115)
Bruker me da& (B113) 1 (B59) far me
$ = 356 e(kz)f = :§5 e(kz)(fiy + A) (B116)

_:4n (2>
e(kZ)rEO {--f;nisn( i) Jn(kr) +Aan (kr)}cos(ne)
o © 1 og e, = 2 for n > 0. Grensevilkaret (B111)

der e
ved r = a er oppfylt dersom me set

- 1
(-3)0"1 E e Jt(ka) + Anﬂli?) (kr) = 0

der

_ d
Jl (ka) = 3= Jn(p)l

dp p=ka

(2)

1
og tilsvarande for I-ln (kay.

Altsd far me

J!'(ka)
- _¢_syn=1 g n
A, = (-1) ®n ¢ Mi ET?TT

n

(B119)
(ka)

Med desse verdiane for An bestemte gjev (B114) det spreidde
potensialet @.
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C. B@LGESTATISTIKK 0G ENERGIPOTENSIAL

Cl - Innledning

Virkelige havbglger er ikke harmoniske og plane. Hvorfor?
1. Dispersjon.

2. Genereringsmekanismen - vind.

Dette at havbglger er generert av vind gir dem en ikke-
deterministisk karakter.

Virkelige havbglger md& beskrives med statistiske metoder.

C2 - Energispekteret

Under forutsetning av at linezr teori enr gyldig kan super-
posisjonsprinsippet benyttes for & beskrive en gitt sjg-
tilstand. Sjgtilstanden splittes opp i harmoniske, plane
bglger med forskjellige frekvenser og innfallsretninger
gjennom en Fourieromvending. Umiddelbart ville det vare
tiltrekkende & prgve 4 uttrykke overflatens posisijon,
n{x,y,t), pd denne miten. I safall skal ni{x,y,t) fourier-
omvendes til & gi en spekteramplitude , K(w,e):

Alw,8) = [Alw,8)| elv(w:0) (c1)

Her oppstar imidlertid problemer ut fra den fysiske
virkelighet:

1. Overflatens posisjon, n{x,y,t), er ikke absolutt

integrerbar.
o
JI Inldxdy + « (C2)
—co

2. Havet er ikke & betrakte som en flate, men heller som
forskjelligeomrdder med diffuse avgrensninger. Fgrst
innenfor ett slikt omrdde kan vi snakke om ensartede
forhold.

3. Generering av havbglger gir transiente forlgp og dermed

ikke-stasjonare prosesser.

4. Havbglgene har en ikke-deterministisk karakterp p.g.a.
genereringsmekanismen.

[]
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Disse forholdene gj¢r at vi ikke direkte kan gi oss til &

fourieromvende n(x,y,t).

For det fgrste md vi begrense beskrivelsen av en sj@gtilstand
til & gjelde ett bestemt havomrdde og tidsintervall. Innenfor
dette omrddet og intervallet kan sjgtilstanden betraktes som
en stasjonzr, stokastisk prosess. Videre oppndes en ikke-
deterministisk beskrivelse (pkt 4.) ved & begrense kravet

til fasevinklen % - jmfr. likn. (Cl). Det eneste som

kreves av denne fasevinklen er at den skal vare rektangular-
fordelt i omrddet 0 til 27 .

-?-11? ndr 0 < y < 27

0 ellers

flyp) = { (Cc3)

P4 grunn av at n(x,y,t) ikke er absolutt integrerbar er det
hensiktsmessig i f@grste omgang & begrense fourier-
representasjonen til & gjelde midlere energitetthet, E ,

i sjgtilstanden. Energispekteret S{(w,8) , defineres gjennom

_ def o 27
E = o324 IJ S(w,0) dw d4de (Cu)

0o
Energiinnholdet innenfor omradet (w, w+dw) og (8, 6+d8) er

altsd pg S(w,8) . S(w,8) betegnes ogsd gjerne som to-
dimensjonalt eller retningsopplgst energispekter for &
skille fra st@grrelsen S(w) gitt ved

2m

S(w) = I S(w,8) de (C5)

0
Rent mdleteknisk begrenser en seg ofte til & registrere
S(w) . A registrere den fullstendige S(w,0) er langt mer
komplisert. Ofte benyttes betegnelsen "energispekter"
péd S(w) og ikke S(w,8) .
Dersom en na ¢gnsker & uttrykke n(x,y,t) pd samme mdte,
mé en gd forsiktig fram. Det er da tryggest fgrst 4 skrive
likning (Cu4) pa diskretisert form

c2
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0 m
E=pgJ] | S(w 20, ) 8wAd (C6)
j=1 =1
hvor
mAw = 27 (c7)

P& samme mdte kan nid n(x,y,t) uttrykkes pd diskretisert

form . m

Tl(X,Y,t) = RE{ X Z ]R(wj,eg)lexp(iw(wj,ez))
3=1 &=1
exp(i(wjt-kj(xcose£+ysinez)))AmA6}

(Cc8)
hvor w(w ,e ) er gitt ut fra likn. (C3). A(m ,ez)AwAB
er saledes amplltuden til en bglge med frekvens wj og
innfallsretning eg .

Dermed kan midlere energitetthet, E(m 8 )AwAe, innenfor
(w > Wy +Aw) og (61,8 +40) uttrykkes pa to forskjellige
mater Fra 1ikn. (C8)

E(wj,el)ﬂwﬁe : pg S(wj,BE)AwAB (C9)
Fra likning (C8)

— l ~ 2 2

E(w-,e Ydwhe = 3 pg[A(w-,9£| (AwAB) (C10)

Dette gir fglgende sammenheng mellom S(wj 2) og
|A(w 20,7

1

Z
|A<mj,e£)|Amae z (2 S(wj,BR)AmAB) (C11)

Likn. (Cll) illustrerer da klaprt problemet som oppstir
dersom en ¢gnsker & uttrykke n(x,y,t) pa integralform
ut fra likning (C8) ved & g& til grensen Aw, AB>0 .
S(mj,eg) er en endelig stgrrelse. Av 1likn. (C11) gdr det
fram
lim Iﬁ(wj,e
Aw,AB-+0

gl (C12)

Sdledes er det kun pi diskretisert form det har mening &
uttrykke n(x,y,t) pd spektral form.
C3
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Stgrrelsen n? er definert ved

T L_L
_ def 1 * Y
n2 = lim TLxLy J I I n2(x,y,t)dydxdt (C13)
0 0 o
T,Lx,Ly+ )

Det kan da vises med utgangspunkt i likn. (C8) samt ved &
benytte likn. (C11)

@ 27
né = J I S(w,0) dw de (C1lu)
0 0
S1ik at
E = pg n? (C15)

Autokorrelasjonsfunksjonen til overflatens posisjon,

R (1), defineres ved :
n T
def

R (1) = 1lim 2 J n{tIn{t+1)dt (Cl6)
n T T
0

hvor n(t) er 1lik n(x,y,t) mdlt i vilkdrlig punkt, f.eks.
Xx =y =0 . P32 samme mdte kan det nd vises

o

Rn(T) = J S(w) cos wt dw (c17)

0
Altsd er Rn(r) fourier cosinus-transformen til S(w). Derav

fglger at eventuelt kan S{(w) finnes ndr Rn(T) er kjent

-2
Stw) = 3 J Rp(t) cos wt dr (C18)
0

C3 - Bglgespekterparametre

Definerer j'te ordens moment, mj » Og spektrumsbredde-

parameteren, ¢ :

CH
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o

def .
my = I wd S(w) du
0
def mg
£ = 1 -
MoMy
Bredt spekter momy,>> m; gir

Regulare bglger:
,L(O

(C19)

(Cz20)

e » 1

M= m, = my, gir e = 0

o

| //\\/\f

X = bglgetopper

0 - nulloppkrysning

w_~ nulloppkrysningsfrekvens
w_ = b@glgetoppfrekvens

I praksis viser det seg:

wz ~ @2

W ™ Woy

hvor m
_2

My

2 dgf
Wgo
2def ™y

w —-——
24 m2

N

(C21)

(C22)
(C23)

(C2u)

{C25)

Ch - Registrering av energispekteret

Ved hjelp av bgye og akselerometer (Waverider) foregdr det

for tiden registrering av bglgene pd fire steder langs

kysten - Utsira, Halten, Hekkingen og Tromsgflaket.

I tillegg kommervisuell bflgeregistrering

C5

foretatt fra fyrtdrn.
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Med Waverider registreres overflatens posisjon over en

periode, t pd ca 20 min. (1024% sek.) hver tredje time.

reg’
Registreringen gjgres om til en diskretisert sampling med
samplingsintervall, At , pd 0.5 sek. Spekteret finnes ved
4 anta at forlgpet gjentar seg med en periode pa tr .

€g
Dette gir et diskretisert spekter (raspekter) med

1
treg

Av = (C26)

Bdndbredden til spekteret har sammenheng med At , samplings-
intervallet, og er gitt av den sdkalte Nyquistfrekvensen:

.1
v, = FAT (cz27)

Antall punkter i tidsplan:
Antall punkter i frekvensplan: n,
Y t
= .& . reg . 1 s
Y WY 2 Mt (C28)
Vanligvis foretaes en glatting av rdspekteret fgr resultatet
presenteres. Det er gjerne vanlig & glatte over 8 og 8

punkter. I praksis vil en da ha:

1 -3
A\)-WHZH].O Hz
vc = 1 Hz
n = 1024
AY]

dv, = 8AV = 0.78+10  %Hz

= 128

nv,g 1

Fra den diskretiserte registreringen i tidsplan skal det
numerisk beregnes et diskretisert spekter. Dette kan gjgres

pa forskjellige mater:

1. Fullstendig Fouriertransform (FT).

2. G& veien om autokorrelasjonsfunksjonen, Rn(t),slik som
antydet i likning (C18).

3. Bruk av sdkalt Hurtig Fouriertransform (FFT). Denne
metoden er numerisk sett langt den raskeste. En for-

utsetning for & benytte metoden er at registreringen

CB
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er gitt i 20 punkter. FFT benyttes i forbindelse med
registreringene fra Waverider. I den forbindelse er det
utviklet et sakalt NEPTUN-program.

Det bgr presiseres at et spektralestimat slik det f.eks.
regnes ut ved hjelp av NEPTUN-programmet har knyttet til seg
en usikkerhet. Sdledes md det oppgies et konfidensintervall
sammen med spektralestimatet. Som en fingerregel kan en
regne at spektralestimatet er X; -fordelt hvor k (antall
frihetsgrader) er to ganger antall frekvenspunkter det
glattes over. Der hvor energispekteret har skarpe topper

vil k vare mindre. Ved gitt t vil avtagende Avg

reg
(stgrre opplgsning i frekvensplan) gi gkende usikkerhet i
hvert enkelt spektralestimat. Ved gitt Avg ma treg gke for

at usikkerheten i spektralestimatet skal avta.

CS5 - Analytiske uttrykk for energispekteret

En rekke forsgk er gjort pd 4 framskaffe analytiske uttrykk
for energispekteret ut fra fysikalske modeller samt de
erfaringer en har med bglgeregistrering. Vanlige parametre
i slike spektra er Hs (signifikant bglgehgyde - jmfr. avsn.
(5) og T, . En annen parameter som ogs& ofte benyttes er
vindhastigheten, Uyg

De spektra som framkommer har alle sine begrensninger. En
bgr derfor studere forutsetningene som ligger til grunn for
hvert enkelt spekter fgr en velger et egnet spekter. Et
velegnet spekter i Nordsjgen burde vare det sidkalte

JONSWAP - spekteret (JONSWAP - Joint North Sea Wave Project).
Det sdkalte Pierson-Moscowitz spekteret er et spesial~
tilfelle av JONSWAP-spekteret.

Cb - Bglgehgydestatistikk

Med bglgehgdyden, H, menes hgydeforskjellen mellom minimal-
punkt og pafglgende maksimalpunkt i sjdoverflatens posisjon,
n(t). Til dimensjonerende formil benyttes gjerne fordelingen
av bglgehgyder. En skiller da mellom

C7
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* Korttidsstatistikk
* Fordeling av sjgtilstander
* Langtidsstatistikk.

Korttidsstatistikk

Vanlige sjgtilstander har € = 0.4 - 0.5 (jmfr.likn. (C20)).
Det kan da vises at H med god tilnzrmelse fglger Rayleigh-

fordeling.
F(H) = 1 - exp (5 (C29)
P \8m,
Signifikant bglgehgyde, HS s er definert ved
o
I Hf(H)dH
g def 2 (c30)
=1 [4+]
J f(H)JdH
a
hvor -
I f(H)AH = 1/3 (C31)
a
Med Rayleighfordeling kan det vises
Ho = 4.0043 v/my = 4v/mp (C32)
H 2
FH) = 1 - exp(-Z(ﬁ) ) (C33)
8
= _ 1 2
E = 55 g H (c3w)

Forgvrig ~ ndr det gjelder sammenheng mellom de forskjellige
typer bglgestatistikk er dette vist i en egen oversiktstabell.

C7 - Energipotensialet i havbglger

Effekttransporten i regulzre, plane bglger er gitt ved:
2
K = ¢ 28 LUh) g (C35)

Tilsvarende fdr vi for effekttransporten i irregulare bglger

langs retningen 6,

C8
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© 27

K(9) = —}pg"’f f 88,00 ¢ (kh)cos(0-6)dods  (C36)
0 0

Dersom sjgtilstanden er slik at bglgene kommer inn fra kun en
retning, Bi » kan det uttrykkes ved

S(w,8) = S(w) G(Bi) (C37)
I dette tilfellet fir en
[oe]
_ 1 2 S{w)
K(g) = 5Pg cos(ei-%) I m f(kh)dw (C38)
0

P& dypt vann gdr dette over til (jmfr. likn. (C19)):

K(oy) = %pgz m_, cos(8,-6,) (C39)

Figur Cl og C2 viser energitransporten beregnet ut fra
kjennskap til S(w) (basert pa registreringer fra Waverider
og bruk av NEPTUN-programmet.).

Figur C3 viser effekttransporten langs Norskekysten basert
pd visuelt observerte bglgedata fra fyrtdrn. Beregningene
indikererer en midlere effekttransport i stgrrelsesorden
20 kW/m inn mot Norskekysten. Dette tilsvarer en energi-
transport pa 0.2 GWh/m pr. &r.

C10
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D. VEKSELVERKNAD MELLOM EI B@PLGJE OG EIN SVINGANDE KROPP

Hittil har me sett pa eigenskapar ved bglgjeforplanting
men ikkje sett pa korleis bglgjer blir sett opp.

Sagt pd ein annan mdte, har me sett pd grenseflater som
berre er i ro. No skal me sja pad korleis svingande grense-
flater kan setja opp ei bglgje i vaska. Grensevilkaret (B30)

>

= u (D1)

F

har me hittil berre brukt for grenseflater som er i ro
(un = 0).

Me skal ogsd sja pa dei kreftene som ei bglgje paverkar
grenseflata med. Vidare skal me sj& pa ein samanheng mellom

slike bglgjekrefter og strdlingsresistansen.

Svingemodi for ein fast kropp.

Ein fast kropp kan svinga pa seks ulike matar, eller
som me seier i seks ulike svingemodi. Av dette er det tre

translasjonsmodi og tre rotasjonsmodi.

Me ser pa
ein skipsliknande
kropp, med x-aksen i
valt langs lengde-
retninga av kroppen. 13 y

Vidare har me lagt

den vertikale

z-aksen gjennom
tyngdepunktet av
kroppen.

D1
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Dei seks svingemodiane har di namn som vist i tabellen under

Modus Namn
u Rgrsleform
nr.
norsk engelsk
1 Translasjon i x-retning jaging surge
2 " "oy- " slingring sway
3 " "oz- " hiving heave
L Rotasjon om x-aksen rulling roll
5 " "ooy- " stamping pitch
6 " "ooz- " giring yaw

For kroppar som ikkje er langstrekte

som eit skip kan det

koma pd det same med namna jaging og slingring og med rulling
og stamping.

Me skal sjad korleis me kan formulera grensevilkdret
(D1) spesielt for dei ulike modiane.

translasjon, t.d. hivmodusen.

- =»> ->
u = uzk = u3k.

D2

D.v.s.

La oss fyrst sjid pé
la

(D2)
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D& er normalkomponenten av farten

u. = u (D3)

n 3n

3

der

n cos(n, z) (D4)

3

Her er (n, z) vinkelen mellom flatenormalen n og z-aksen.
Me reknar framleis med s& smd utsving at me kan bruka linezr
teori. Den genererte bglgja vil di vera proporsjonal med

e

uz. Me skriv d& fartpotensialet
¢ = @5l (D5)

Grensevilkdret (D1) gjev da

%% = U T Ugang (D&)
eller

aws

75; = I'l3 (D7)

Tilsvarande blir det for dei tc andre translasjonsmodiane.

La oss no sja pd ein rotasjonsmodus, t.d. rullemodusen.
Den er karakterisert ved ein vinkelfart med kompleks ampli-
tude

Qx = U,. (D8

Eit flateelement i posisjonen ¢ har d& farten

2-98 x2 =0 x3 (D9)
X 4
Den genererte bglgja har eit fartpotensial
o = @,u, (D10)
(i line=r teori). Grensevilkaret (D1) blir no
a$ _ awu A _ 3 + (3 n +) > (+ x +) > _
E-WUH—U'H-UL} S n = (s n u'-l-—

D3



-+ -> A ~
= (s «x n)xuu (ynZ - zn )uu (D11)
eller
aQ
4 _ -+ -+ _ _ _ _
S5 ° (s «x n)x = yn, zny-—y cos(n, z) -z cos(n, y)
(D12)
Innfgrer me
- -
n, = (s x n)x (D13)
far me
awu
. = nq (D14)

Tilsvarande gjeld for dei to andre rotasjonsmodiane.

Me har sdleis definert ein generalisert fartvektor med
seks komponentar

(u1, Ups Ugs Uy, Ug us) (D15)
Merk at komponentane Uys Ug Og ug er vinkelfartar med

eining rad/s. Vidare har me definert ein generalisert
normalvektor med seks komponentar. Dei tre fyrste er

> o7 > >
n = (nys n,, n3) =Nyl o+ n,g ¢+ n3k (D16)

og dei er dimensjonslause. Dei tre siste enr

-
S x n = (nq, Ngs nG) (D17)

og dei har dimensjon av lengd med eining m.

Grensevilkdr for svingemodus nr. q, der qQ = 1, 2, ..,
6, er etter (D7) og (D14)

30
9 - :
n " Ng p2 8 (D18)

D4
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der S er den svingande grenseflata. I linezr teori, som
gjeld for sma utsving, kan me gjera det matematisk enklare
ved & rekna S som den middels grenseflata av den svingande
kroppen. Ein annan mdte & seia det pa at S er den vatte
overflata av kroppen. Den tgrre delen av overflata som er

over vatnet kjem ikkje direkte inn i noko grensevilkar.

I vaeska utanfor S gjev Laplace-likninga (B29) at
Vi@ _ =0 (D19)

Vidare gjeld (B31) pd& den frie overflata

2 3 )
[ -w wq t g 55 (wq)]zzo =0 (D20)

og pa sjgbotnen

o
—4
az

1
o

(D21)
z=+h

Ved utstrdling pd ein uendeleg vid sj¢ md me dessutan krevja
at wq skal oppfylla strdlingsvilkdret om utgdande bgigje i
uendeleg avstand.

I linear teori kan me bruka superposisjonsprinsippet.
Nar kroppen svingar i alle modiane samstundes, har den ut-

strdlte (genererte) bglgja eit fartpotensial

~ 3 ~
$ = X wquq (D22)
q=1

Sj& ogsd (D186) og etterfglgjande utleiing.

Hydrodynamisk kraft som verkar pd kroppen.

For eit gjeve fartpotensial ¢ skal me finna uttrykk

for kraft og moment som verkar pa kroppen.
La oss fyrst sj& pd ein kraftkomponent t.d. FZ.
Vertikal kraft pé& flateelementet dS er

p(-n )ds = ~pn,ds (D23)

D5
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Vertikal kraft pa heile kroppen

_ - z
F, = F, = -f[pn,ds (D24) A
S
med kompleks amplitude etter X §y y
Y LY
(B33) — ==
Fyo = F = 1mpjj¢n3ds (D25) . S
S 3
Tilsvarande gjeld for dei to ds
andre kraftkomponentane. NS FT
S& ser me pa kraftmomentet
om x-aksen. Moment som verkar pa
flateelementet dS
de = deZ - zdFy = (-pnzy + pnyz)dS (D26)
Moo= -J’Ip(ynz - zny)ds (D27)
S
Med bruk av (B33) og (D13) fir me
= ﬁx = iwpf[¢n,ds (D28)

S
Tilsvarande gjeld for dei andre komponentane My og MZ.

Me definerer ein generalisert kraftvektor med seks
komponentar, der dei tre fyrste

-
(F1, FE’ F3) = (Fx, Fy’ FZ) = F (D293)
har eining N , og dei tre siste
(F ) = M
LI-, FS’ FG - (MX, My, Mz) - M (Dso)

har eining Nm.

For komponent nr. q der q = 1, 2, ..., 6, har me alts&a

~

Fq = -igﬁnqu = iwp{!$nqd8 (D31)

D6
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for eit vilkdrleg gjeve potensial §.

Denne formelen kan brukast til & finna ut t.d. dei

kreftene som bglgjene pdverkar ein stillestdande kropp med.

Men no skal me fyrst sja pd dei kreftene som verkar ndr
kroppen sjglv svingar og set opp ei bglgje og sdleis pdverkar
kroppen med bglgjekrefter.

Strdlingsimpedansen.

Ndr kroppen svingar i modus nr. q, med ein kompleks
fartamplitude ﬁq s blir det etter (D22) generert ei bglgie
med fartpotensial

$ = v d (D32)
¢ wq q
P.g.a. dette blir det sett opp el reaksjonskraft p& kroppen.

Kraftkomponent nr. q er etter (D31)

P o= dwpf[Q ds (D33)
q P fsf 8@qng

Merk at Gq (anten det er snakk om ein translasjonsfart eller
ein vinkelfart for ein rotasjonsmodus) er konstant og kan

setjast utanfor integralet. Alts& kan me setja

F = -7 (D34)

der me i samsvar med (AS55) har innfgrt strdlingsimpedansen

yA = -3 ds D35
aq 1wp£gquq ( )

Men generelt kan dei fem andre komponentane av den
generaliserte kraftvektoren f& tilskot fra den bglgja som

svingemodusen ¢ genererer.

Den generelle kraftkomponenten er

F. = -2. % (D36 )
3 iq q

D7
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der
Z. = iw n.ds , (D37)
iq pISIcoq 5

q=1,2, ..., 6 o0og j =1, 2, ..., 6.

Med bruk av grensevilkaret (D18) pd den vatte overflata S
av kroppen far me

.
. = -1 —_
qu 1prqu n ds (D38)

Me ser at me kan definera ei strdlingsimpedansmatrise

qu som me skal drgfta meir inngdande seinare. M.a. skal
me visa resiprositetssatsen som seier at
2. = Z . (D39)
Jq q3]

Sja ogsd (D135b).

Energitolking av stralingsimpedansen.

Etter definisjonen er alle n for ein fast kropp
reelle. Difor er etter grensevilkaret (D18)

*

d @ .
Tﬁ? = Tﬁ? = nq pad S (D40)

Da kan me setja strdlingsimpedansen

¢ 3 0P
- = - —.q = - .__.9
Zr qu 1wp‘[‘¢q P ds 1‘”"”‘”«; T ds (D41
S S
2 aw*
1 o~ - 1 | o3 ~ %
5 Zr’uq' =+ 5 ‘J( 1wpwquq) TE? uqu
S
[ e
=+ 7 PV (D42

S
Realdelen av dette er den effekten som blir levert til vaska
ndr kroppen svingar i modus nr. q. Imaginerdelen represen-
terer den sdkalla reaktive "effekten".

D8



For strdlingsresistansen R, = Re(Zr) gjeld

3 —-R]ﬁ2
q 2 qqj q

R

r

1 an _
= Re{lj Vi pvndS} = P, (Du3)

I21

| —

1 samsvar med (A53). Merk at (D38) definerer strélingsimpe-
dansen slik i forhold til den rom-uavhengige ﬁq at den
utstrdlte effekten P, er som uttrykt ved (Du3).

Bglgjegenerator utan addert masse.

Me skal sja pad generering av ei harmonisk bgigje

n = noe_lkX (Duu)

i el bglgjerenne med vegger parallelle med x-aksen. Ei
absorberande strand syter for at inga bglgje er reflektert.
Eventuelt kan me tenkja oss bglgjerenna uendeleg lang. Me
gar ut frd at bglgja er plan, d.v.s. at ingen tverrsving-

ingar finst.

Det tilsvarande fartpotensialet er

b = i% noe(kz)e_ikx (D45)

Partikkelfarten har ein x-komponent

o . 2% gk ~ikx
Ve T 3x TS noe(kz)e (Dub)
?is s = |d,]/w
Av4 > X
\ —iF - =

\ —

\ /

\ |5 etkz)

\\
Vi
\

\
|
|

!
[
!
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Me tenkjer oss ein ideell bglgjegenerator forma som ei
vertikal plate ved x = 0, Plata er bgyeleg og gjer smd
horisontale svingergrsler slik at farten er féglgjande funk-

sjon av djupna

u = G(z) = G1e(kz) (D47)

A -

der u, er ein konstant.
Maksimalutsvinget er vist med stipla kurver i figuren. Merk

at for z = 0 er a, .
ved x = 0 kan me f& oppfylt med

=2 on

Grensevilkiret Gx = u,
den plane bglgja (D46) og denne spesielle {(z) fordi u

og v, varierer med z pi same mdten. Grensevilkaret gjev

fjetkz) = &= ¢ = X | o(kz)e 10 (Du8)
b X X:-O [iv] O

Me md altsd ha

o = gk Y (D49)
o= é% a1eikx (D50)
$ = ;% ﬁ,le(kz)e-ikX = m1ﬁ1 (D51)
9, = I ea)e kX (D52)

Med'denne spesielle bglgjegeneratoren har me greidd a
setja opp eit fjernfelt som gjeld heilt inné&t bglgiegenera-
toren. Det er altsd ikkje noko narfelt i dette spesielle
tilfellet.

Me skal s& rekna ut strdlingsimpedansen direkte., Det
hydrodynamiske trykket er etter (B33)

e(kz)e 1KX

B = -iwp$ = §& 4 (D53)

ikx

[]]

<>
1

%% ﬁ1e(kz)e- (D54 )

bB10
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Pa den bglgjegenererande plata x = 0 er

AA*-lwp i A7
v, = 7 = e (kz2)|u| (D56)

] QY

Merk at dette er reellt. Her er altsa ingen reaktiv effekt.
Effekten som bglgjegeneratoren leverer, finn me ved & inte-
grera over den svingande plata

I 1 ~An* 1T 1a 12 wp 0 2

5 PV ds = 5 |0,|° 3= S e“(kz)dz - 4

g -h
der d er breidda av bglgjerenna og bglgjegeneratoren.
Strdlingsimpedansen blir etter (Du2)

0

_ wp 2 .
Zyq = 73-“£ e‘(kz)dz - 4 (D58)

Med bruk av (B73) finn me

7y = 92% £(kh) (D59)
2k
Merk at
211 = R11 + iwm, {D60)

er reint reell. Alts& er den adderte massen null for denne

bglgjegeneratoren

11 11 2k2

Den utstrdlte effekten blir

1 2 _ wpf(kh)d 2
p = LR, |u|? - wefld)d
r 77 Ryqlvy S22 U
wiy|? 0glraada  pglfGenyd (a2
-+ h)d pg UMD 1512 - g (pe2)

i samsvar med (B75).

Merk at denne bglgjegeneratoren er fri for addert masse
berre ved ein frekvens, nemleg berre den frekvensen som gir
ein k og dermed e(kz) som passar til den konstruerte

bglgjegeneratoren.

D11



65

Me kan bruka dei funne resultata for & finna stralingsimpe-
dansen til ein bglgjegenerator som arbeider i hivmodusen.
Kroppen er plan og vertikal p& venstre sida. P& hggre sida
er han avgrensa av flata x = be1(kz) der b er sa liten
at det i samsvar med linear teori kan seiast at denne flata
gdr opp og ned ved x =~ 0, D.v.s. b er liten av same
orden som bglgjeutsvinget n << A

N
;;M
-

SO S NN SR SN N S VA A

N

IS TP 7777777 777777777 777777777

Me viser nedanfor at funksjonen e1(kz) skal vera

- Sinh(kz+kh)
de1(kz)

D& b er liten av 1. orden, kan me
setja a w~ be%(kz)

3¢ _ ~ _ A oA _
s Y= ugn, = u3cos(n, z) =
=V, ~Ugsina = -{,0 (D65)
P4 S
Ve T V, cosa U, S Ugng = -usa(DBG)
P& x =0
de1
VX xzo o -uau, -] -u3b E- (D67)
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Skal f& dette til & passa med 1lgysing der

kx

v, e(kz)e t (D68)
For & f4 dette til ma me velja t.d.
_ sinh{kz+kh)
e1(kz) - “cosh(kh)
slik at
Eil = ke(kz) = k cosh(kz+kh)
dz = - cosh{kh)
v F3 -ﬁabke(kz)
*| x=0
Altsd md v, = -ﬁsbke(kz)e—lkx
I formlane framanfor md me d& byta ut G1 med -ﬁsbk.
Den utstrdlte effekten blir
0
1 Af\* - g_ Py 2 _@E 2
IJ 5 PV d,8 = 3 |bku3| X J%e (kz)dz (D69)
2., = 9D%d £y (D70)
33 7 2
Merk at denne er reell. Den adderte massen m er null.
Bplgjegenerering med el svingande vertikal plate.
?Z
[/ x
' v —

T Ay i S R o T A R R A A A ST A AR A A
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Ei vertikal plate, som er sett i tvungne horisontale svinge-
rgrsler, genererer ei bglgje som forplantar seg ut frd planet
x = 0. Som el generalisering av (D47) gir me ut frd at den
horisontale farten har ein kompleks amplitude

"~

u. = u(z) = 4, c(z) (D71)
X 1

For ei stiv plate i rein jagemodus er funksjonen c(z) = 1.
Set me c¢(z) =e(kz) fir me spesialtilfellet som er undersgkt
i det fgrre avsnittet. Er plata bgyeleg og det er ordna slik
at fasen til svingergrsla varierer med djupna -z , blir
funksjonen ¢ kompleks. Me har difor fgrt inn funksjonen
c(z) for & fa meir generelle resultat enn om me berre set
G, = .
Med & bruka separasjonsmetoden p3 Laplacelikninga finn
me at
=
¢ = X

X (x)Z _(z) (D72)
n n n

0

der Xn(x) oppfyller (B54)
X" = =x X (D73)
n n‘'n

og Zn(z) oppfyller (B35)
= A _Z (D74)
n nn

Det kan visast at alle An er reelle, at med

A> AL > A, > L., {D75)

er berre Ao > 0 , medan An <0 for n > 0. Jfr. oppgdve
B4. Me skriv d4&

A =k og A = -mﬁ for n> 0 (D76)
Med

X_(x) = A_e 1KX og (D77)
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X (x) = Ae ™* for n> 0 (D78)
n n
er stralingsvilkdret for x + « oppfylt. Her er alle An
fgrebels ukjende konstantar.
Med ldysinga

2 cosh(kz+kh) _ 2k

Z (z) = = e(kz) (D79)
© V (17K)sinh(2knh)+7h £(kh)
2 cos(mnz+mnh)
Zn(z) = (D8Q)
V (1/m_)sin(2m_h)+2h
n n
er grensevilkidra ved sjgbotnen 2z = -h og ved den frie

overflata z = 0 oppfylte dersom k er ei lgysing av dis-
persjonslikninga (Buu)

w2 = gk tanh(kh) (D81)

og m ei lgysing av

2 =
w" = gmntan(mhh) (D82)
Vidare kan det visast at funksjonssettet {Zn(z)} er
normalisert og ortogonalt. Jfr. oppg. Bu. D.v.s. for
n, 1 =0, 1, 2, 3, ... gjeld

0 » 1 for 1
{z (z)2_(z)dz = &_, -{

n
(D83)
- 1 n

Med innsetjing av (D77) og (D78) i (D72) far me fart-
potensialet
[==]

$ = I

- -ikx —MpXx
. Xn(x)Zn(z) = Aoe Zo(z) + ¥ Ane Zn(z)

0 n=1

(D8Yy)

For & bestemma del ukjende konstantane An » Druker me

grensevilkdret ved x = 0

u = i(z) = £* bt X! (07 _(z) (D85)

x=0 n=0

D15
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* . e .
Me multipliserer med Zl(z), integrerer frd 2z = -h til

z = 0 og bruker ortogonalitetsvilkiret (D83). Det gjev

0 * 0
[ U(2)Z,(z)dz = ¥ X'(0) [ 2,(2)Z_(z)dz = X!(D)
_ n _ 1 n 1
~h n=0 h
D.v.s
0 *
X'(0) = [ G(z) Z_(z)dz
n i n
Etter (D77) og (D78) har me
Xé(O) = -ikA0 Xﬁ(O) = -mnAn for n > 0 (D88}
Med bruk av (D71) fir me
A = anﬁ1 (D89)
der
0 *
_ =1
aj = 1% { c(z)ZO(z)dz {D90)
-1 0 *
a = — [ ¢(2)Z2_(z)dz for n > 0 (D3S1)
n -h n
Altsa
b = 0,0, (D92)
der
- -ikx =g =MmnpXx
@, = aOZO(z)e + n§1 anZn(z)e (D393)

Fyrste leddet stdr for fjernfeltet og det siste leddet for
nerfeltet.

Strdlingsimpedansen blir etter (Du1)

0

.,
211 = -iwpd J ®1 X =0 dx (Douw)

der d er breidda av bglgjegeneratoren og renna. Strdlings-

D16



70

impedansen i forhold til breidda blir

0
1 - _ _z= *
211 = Z11fd = -iwp [ {aOZO(z) + ? anZn(z)}c (z)dz
-h n=1
. . * *
= *1wp{aolkao + ? an(-mn)an}
n=1
der me har brukt (D91) og (D92).
Altsa
7', = 2,./d = wkola |? + iwp ¥ m_|a_|? (D96)
11 11 o n=1 0N
Strdlingsresistansen blir
_ _ 2
Ryq = Re(Z,)) = wkp|ao| d (D97)
Den adderte massen blir
My, =+ Im(Z,.) =p ¥ m la |2 (D98)
11 W 11 nzq DD

Da alle m, er positive ser me at alle tilskot til strdl-
ingsreaktansen er positive. Me ser at strél%ngsresistansen
er knytt til "fjernfeltet" (leddet med aoe"lkx) medan stral-
ingsreaktansen og dermed den adderte massen er knytt til

"nerfeltet" (ledda med ane_mnx).

Fgr me diskuterer effekttransporten reknar me ut inte-

gralet
0 0 -
_ l P R 3¢,
K(x) = j 5 pvxdz = 5 lwp [ ¢ N dz (D99)
-h -h
1 . * 0 *
= - 5 iwp ¥ ¥ x ()X (x) [ 2 2,dz2
n=0 1=¢0 ©° “h M
*
= - Taw £ ox Goxtt o
n=0 n

der me har brukt (D8L) og (D83). Med bruk av (D88) og (D99)
far me
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|2 + % ivp ¥ |2
nz=1

_ {1
K(x) = (5 wkp]ao 1

2 -2mpx A
mn|an] e ) A

(D100)

Me ser at p.g.a. ortogonalitetsvilkiret (D83) far me i pro-
duktet ikkje noko kryssledd frd ulike modi.

Effekttransporten pr. lengdeeining av bglgjefronten er

K = Re{K(x)} = 12132

wkp|aO (D101)

rof =

Me ser at det dessutan er ein reaktiv effekt Im{K(x)} som

eksisterer berre i nazrfeltet. Den aktive effekttransporten

K 1 ei plan bglgje i ei ideell (tapstri) vaske er sjglvsagt
uavhengig av x. Me ser ogsd at den utstrdlte effekten -

i samsvar med (A53) er

1 A 12
5 R11|u1| = P, = Kd = Re{K(x)}d = K(e)d (D102)

Tilsvarande kan strdlingsimpedansen 211 uttrykkjast ved

z Z,418,1% = K(0)d (D103)
1 samsvar med (Dy2).
Spesialtilfelle:

c(z) = e(kz) (D10u)
(Dette har me undersgkt direkte fgr).

Av (D90) og (D79%) fi&r me at
a = / £(xh)
o ~ ik 2k
og av (D83) at a =0 for n > 0. Av (D98) fir me d&

myy =0 (D106}

i samsvar med tidlegare resultat. Av (D97) far me

£
Ry, = wkp —55%1 d = 9251%?19 (D107)
2k 2k

D18
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i samsvar med (D61). z#

Dersom me derimot vel e > X
_ . /

c(z) = cos(m,z + mh) far LCO-"(mfz_'_'_'_'?lf_h)

me berre ein svinnmodus og /’

inga progressiv bglgje. Me /

har altsé& lart oss korleis //

me kan plaska i vatnet slik /

at det berre blir plask og {

inga bglgje! Dette er noko B —

som kan vera nyttig dersom

ein svingande kropp i sjgen ikkje skal generera uynskte
béglgijer. Jfr. R. Meir, The development of the oscillating
water column, pp. 35 - 42, Proc. Wave Energy Conference,
Heathrow Hotel, London, 22 - 23 Nov. 1978.

Greens setning.

For to vilkarlege funksjonar ®., og mj som begge opp-
fyller Helmholtz-likninga

Vzw + B2w = Q (D108)

1 eit visst volum, gjeld Greens setning

awj Bwi

der integrasjonen gar over den lukka flata som avgrensar
rommet. Spesielt gjeld Greens setning om v, og wj opp-
fyller Laplace-likninga, d.v.s. om B = 0.

[Dette resultatet fglgjer av Greens setning

jvj'j v.%-=-- @Ands

med

=
1"

2 2
v . A= Vo.Ve. + ©.V@. - Ve, - ©. )
9, mj @ toj chjvwl tDJV @

]
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A
n

73

2 2

2 2 )
(Di('B (pj) = (Dj("B ‘pi) =0

Y. 2.
= , - = -1 _ -
inan wjvnmi @ an wj 3n )

Me skal bruka Greens setning p& ei lukka flate som er

saman av

81:

zz==h:

Den vatte overflata av ein svingande fast kropp
som kan generera bglgijer.

Den vatte overflata av ein annan fast kropp som
er i ro.

Sjgbotnen. (Merk at det same grensevilkiret
3¢/9n = 0 gjeld bdde pd sjigbotnen og pa S¢ »
og at fgresetnaden om plan horisontal sjgbotn
er berre eit spesialtilfelle).

Den frie overflata. (Merk at visse delar av
planet z = 0 eventuelt mi ekskluderast fri
integrasjonsflata, p.g.a. dei to faste kroppane ).

Ei sylinderflate med radius r , der 1 -+ o,

SO T T 7T T T T 7 77T 77 o777 777 P77 77707 ————— P77
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Grunnen til at me tek med ein stillestd&ande kropp Sf er
ikkje berre at me skal dekka tilfellet med at det ligg ein
stor stein p& sjgbotnen. Me kan t.d. ha interesse av & sja
pa ein bglgjereflekterande fast vegg. Me skal sidan sjd at
for di me har teke med flata Sf

overfgrast til det interessante tilfellet med fleire sving-

kan resultata her lett

ande kroppar.

Me merkar oss at det er vatn overalt innanfor denne
lukka flata, slik at me kan bruka Greens setning for to
vilkdrlege fartpotensial ¢; og ¢j , sidan desse ma opp-

fylla Laplace-likninga overalt i vatnet. Grensevilkdret

g% b5 5 =0 pd S (D113)
2 .
gjer at
36. 3¢,
o5 75% - b5 5z) 48 = 0 (D114)
S¢

Det tilsvarande integralet over sjgbotnen z = -h blir og
null. Det tilsvarande integralet over den frie overflata

z = 0 blir og null fordi grensevilkdret der

(2 3 (2 3
0 = (w g Bz) ¢i,j = (w + g an) ¢i,j {(D115%)
giev
¢ 3. 2 2
—d . —* - - w_ Wb, =
51 an ¢j an b5 g ¢j ¥ ¢j g ¢ 0
Me definerer
I(o;s ¢5) = ¢ 5 - b5 3n) 98 (D117)
der S = 81, den vatte overflata av den svingande kroppen.
Men merk at det ikkje gjer nokon skilnad om me seier at
S = S1U8f , sidan flata Se ikkje gjev noko tilskot til
integralet.

Det fglgjer no av Greens setning at
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”( 005 Mi) (D118)
I(¢i’ ¢j) = - ¢i ™ - ¢j jﬁ? ds

Merk at me i desse uttrykka godt kan byta ¢i eller ¢j

med sine kompleks konjungerte. Funksjonane ¢i og ¢j er
fartpotensialet for bglgjer som er genererte av den sving-
ande kroppen S1 eller andre bglgjer. Vilkdret er berre at
fartpotensiala oppfyller dei nemnde randvilkdra pd dei
stille flatene S

z = 0.

¢ ©8g sjgbotnen og pa den frie overflata

Merk at

I(¢i, ¢j) = “I(¢j> ¢i)

Strdlingsresistansen.

Etter (Du41) er strilingsimpedansen for svingemodus

nr. q
oY aw*
= =3 -4 = -] '
qu 1prqu T das 1prqu Tﬁ? ds (D119)
54 54
Stralingsresistansen er
R Re{Z } L (2 + > ) (D120)
= e = —
qq dq 2 qq qq
3 * 0
® ¢
I | | * 49
qu > JJ( 1(pq Tl 1(pq Bn) ds (D121)
Med bruk av (D117) og (D118) far me
1 *
R = 2P 7 ) = 1
] 9 *
. P P
= - iwp Y49 _4o _9
= % JJ(‘Dq A ‘-Dq Bn) ds (D123)
S
a0

S& bruker me strdlingsvilkdret om utgdande bglgje i uendeleg
avstand. Etter (B105) er da wq asymptotisk ndr kr + «
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av forma
-1 -3 -
wq = aq(e)e(kz)(kr) %e Lkr + O{r 1} (D124)
Altsé
] ] -1
Tﬁ? = - Tﬁg = ikwq + 0{r '} (D125)

Difor er (wqaw;/an) reint imaginar pd S_. Dei to ledda i

integralet over §_ er altsd like, slik at

. atp*
qu = 1wp£qu Tﬁ? ds (b126)

Me samanliknar resultatet (D126) med utgangspunktet,

uttrykket (D119) for qu. Uttrykka for qu og qu
ein viss likskap. Skiftet av forteikn heng saman med den

har

valde retninga pa flatenormalane, nemleg at n peikar utover
fra S, osg innover fra §S_ (i begge tilfelle innover i
veskevolumet som det er integrert over. Sja figuren). Nar

me integrerer over den vatte overflata S av den svingande

1
kroppen, f&r me heile strdlingsimpedansen. NA&r me integrerer
i fjernfeltet over §8_, far me strdlingsresistansen, altsa

berre realdelen av stralingsimpedansen.

Me har vore borti noko heilt tilsvarande f¢r, nemleg for
ei generert plan bglgje. Samanlikna (D102) og (D103).

D& 98/8n = -3/3r pd S og vidare Bmalar = ikwa har me
2 2m 0 9
R = uwkpff|le |°dS = wkp [ [ |o_|“rdedz (D126a)
qq g q g -h 9
-]

Dette viser at qu er reell og positiv. Med bruk av (D124)
og (B73) far me

2w

= wpflkh) |aq<e)|2 ae (D126b)
0

qu - 2k
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Bglgjer som oppfyller strdlingsvilkdret.

Bglgjer som oppfyller strdlingsvilkdret har i fjern-
feltet eit potensial

3 = ¥ ~ A(8)e(kz) (kp) 2o ikr (D129-3)

Jfr. (B105). Dette gjeld i det tre-dimensjonale tilfellet.
Me bruker her symbolet ¢ for & markera at potensialet opp-
fyller strdlingsvilkdret. I det to-dimensjonale tilfellet,
med plane bgigjer i fjernfeltet gjeld

-ik x|

A ¥4
o = P ~ Aie(kz)e 1kx A*e(kz)e (D129-2)

Her gjeld gvre forteikn for x + +e (8 = 0) og nedre for-

teikn for x 2+ - (06 = 7).

For to vilkdrlege bglgjer som begge oppfyller strdlings-
vilkdret (D129) har me, nd&r me tek med berre det dominerande
leddet 1 fjernfeltet

3 .

3 wi,j = lkwi,j (D130)
Jfr. ogsd (D125). Difor blir

[ awj I

(\Ui a—n = lbj Tﬁ"‘) dS =0 (D131)

S

o0
og etter (D118)

I(wi, wj) =0 (D132)

Merk at ogsa

Y, w;) = 0 (D133)
men at

I(y;, wg) + 0
da Y. og w; ikkje oppfyller same strdlingsvilkiret.

Med bruk av (D118), (D129-3) og (D130) f&r me
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“ .o D 4
Iy, ¥ = JJAi(e)Aj<e)e (k2) (= (-ik - 1k)ds
SOO
0 2T
- 2i'[eQ(kz)dz‘[Ai(e)A;(G)dG (D134-3)
-h 6

Integralet over 2z er utrekna i1 (B73). Det gjev

2%
I, ¥3) = i £lich) I A; (8)A%(6)d0 (D135-3)
6

For det to-dimensjonale tilfellet gjev (D129-2)

0 d
®y _ ot tx S W T 2
-h 0
(D13u4=-2)
Pr. lengdeeining i y=-retning har me da
I, $¥)1/7d = +if(kh)(ATALY + AZAT®) (D135-2)
Vir ¥3004 = %5 * A4

Resiprositetssetninga.

Me har definert ei strdlingsimpedansmatrise (D38)
AP, 3.
Z.. = =iwp Ilw == 4§ = -iwp JJ(D —= dS (D135a)
ij J 9n j 3n
81 S1
Av dette far me

Zij - Zji = -1wpI(wj,wi) =0 (D135Db)

i samsvar med (D132), sidan bade wj og @, oppfyller
strdlingsvilkdret. Av dette fglgjer at strdlingsimpedans-

matrisa er symmetrisk om hovuddiagonalen

Z.. = Z.. (D135¢)
173 ji _
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Dette er resiprositetssatsen som seier at krafta i ein modus
pd grunn av svinging i ein annan modus med einingsamplitude,
er lik krafta i den andre modusen p.g.a. svinging med einings-
amplitude i den fyrste modusen.

Vidare har me

- =1 * vy 1 *
) ¥ 3.
_— lwp 1 _ * ;\
2 JJ’(wj an wi on ) ds
S1
eller
_ _ lwp * - . lwp *
Rij -Rji-—§— I(wi,wj) = I(wi,wj) (D1354d)

Kotsjin-funksjonar.

Utstrdlte bglgjer og diffraksjonsbglgjer er typiske
eksempel pd bglgier som oppfyller strilingsvilkdret. Men
innfallande bglgjer oppfyller ikkje strdlingsvilkdret. Me
ser pd to generelle bglgjer

b. . = B, . o+ Y. . (D136)

der ¢, og ¢j er komplekse amplitudar for to vilkarlege

innfallande bglgjer.
Da har me etter (D117)
10055650 =1(8;,0,) + T(0,,95) + TC;,850 + Iy 595)
(D137)

Her er siste leddet null etter (D132). Vidare er fyrste
leddet null etter Greens setning. Me har nemleg at innfall-
ande bglgjer, per definisjon, oppfyller Laplace-likninga
overalt innanfor den sylindriske flata Se» Ja jamvel innan-
for flatene S1 og Sf.
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Etter dette har me

T(0;595) = TCO;,0.) + T(¥;,05) (D138)

Me ser no pd to plane innkomande bglgjer med amplitude

og innfallsvinkel .

nOiaj i,]

¢|.='I£n

1,3 To Noi, ] e(kzlexp{-ikx cosyi’j - iky siny,

.30
(D139)

Vidare definerer me dei sdkalla Kotsjin-funksjonane etter
Newman (1976),

Hj(Y) . fT%HT I{e(kz)elk(xcosY+y51nY1¢j}

(D140)

Me skal sidan sja at koeffisienten A(8) i fjernfeltpoten-
sialet (D129-3) er proporsjonal med H(8). Jfr. (D165).

Me ser at
. k ~ik{(x cosy+y siny)
Hj(Y+1T)- m)- I{e(kz)e ,qu}(D'“I"])

Her multipliserer me med (-g/iw)n0 for begge dei innfall-

ande bglgjene. Dermed fér me frd (D138)

_ gf(kh) 3

der me har brukt relasjonen I(¢i,¢j) = -I(¢j,¢ i siste

leddet.

i)

Haskind-relasjonen.

Me skal no bruka den funne samanhengen (D1u42) til & ut~
leia Haskind-relasjonen som gjev eit nyttig uttrykk for den
eksiterande krafta som ei innkomande bglgje paverkar ein fast

kropp med.
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Etter (D31) gjev den innkomande bg¢lgja ¢i ei eksita-
sjonskraft med komponent nr. q (q = 1,2, ..., 6)

Fe’q = 1wp;c[;_[¢inqd8 (D1u43)
1
Her er
o; =05+, » (D143a)

potensialet ved overflata S1 av kroppen. Vidare er wi

potensialet frd den diffrakterte bglgja som skriv seg frd at
den innfallande bglgia @i ikkje aleine oppfyller randvil-
kéret pa S, » nemleg at

3 L -3
el Y (@i + ) =0 pa S, (og pa Sf) (D144 )

Eksitasjonskrafta Fe g er nemleg den krafta som verkar pa
?

kroppen ndr han er i ro.
Etter (D18) er

P
n :-J

q 0 (D1u45)

5,

der wq er koeffisienten $/ﬁi for utstrdlt bglgje fra
svingemodus nr. q.

Me har da
n (. o
= 1 & -9
Fe,q 1wp[ ¢i 5 ds (D146)
51
[ L) 3%,
_ s S i
= lij (¢l 30 (Dq "'rn') ds (D147)
5
1

Merk at dette er lovleg, da me etter (D144) har addert til
null i integranden. Etter (D117) har me

Fe,q = 1mpI(¢i, wq) (D148)

S& bruker me (D142), med di me let wj + @ og Hj(Y) -+

q
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hq(Y). Vidare har me noj + noq = 0 , etter di me har berre
el innfallande bglgje, altsd berre ne; ¥ 0. Da far me
- _ o gf (kh) _ pgflkh) )
Fe,q iwp Bers noihq(w-rvi) T noihq(n +Yl)
(D149)
Med bruk av (D141) kan dette uttrykkjast
2 - -g -ik{(x cosy+y siny)
Fe,q iwp =2 noiI{e(kz)e ,wq] (D150)
og vidare med bruk av (D139)
Bo,q = 10pT(d;5 0) (D151)

Dette er Haskinds formel som me og kunne ha fitt direkte fra
(D148) slik:

Fe,q = 1mpI(¢i by wq) = 1wpI(0i, wq) + 1wpI(wi, mq)

for siste leddet her blir null i samsvar med (D132) d& bide

Y.

; o8 wq oppfyller strdlingsvilkdret.

Det er szrs nyttig at me har eit uttrykk for eksitasjons-
krafta der diffraksjonspotensialet wi ikkje gar eksplisitt
inn. Spesielt er det ofte nyttig & utfgra integrasjonen i

fjernfeltet i samsvar med (D118).

Fe,q = Tiwp ¥ Bn " wq ) 95
S
<0
27 0 . (D153)
P ob.
= 1 3 9 _ 1
1wp J J ¢i = tpq Br) rdédz
0 -h

Meir om Kotsjin-funksjonar.

Me skal fyrst visa at Hj(B) o Aj(B) og sidan uttrykkia
I(¢i, ¢;) ved Kotsjin-funksjonar. Her er ¢i og ¢j defi-
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nerte ved (D136) som ein sum av ei innfallande bglgje og ei

bglgje som oppfyller strdlingsvilkiret.

Av definisjonen (D140) og av (D129-3) fir me

2

_ f(ih) Ho () = I{e(kz)elkr(cosecosy+51n881nY)

A, (8)
Vkr

med di me kan bruka fjernfeltpotensialet for wj fordi
integralet kan g& over S, 1 samsvar med (D118). D& me har
(B73)

e(kz)e'ikr} (D154 )

0
J e2(kz)dz = f%;?) (D155)
-h
far me
am
'Hj(Y) - % J elkrcos(e-y)(_ik)Aj(e)e_lkr
0
*Aj(B)e“ikrikcos(e_Y)eikrcos(e-y)}(kr)_%rde
) 2m
= - % VE?.[(1+cos(e_Y))Aj(e)e-lkr(1-cos(e—y))de
0 (D156)

Her er det underforstdtt at kr + «., Difor oscillerer inte-
granden uendeleg raskt med 6 og gjev sdleis ikkje noko
tilskot til integralet, bortsett fri nar 1~cos(6-y) = 0.

Me kan altsd integrera med den sdkalla "metoden med stasjonzr
fase".

Me innfgrer ny integrasjonsvariabel a , ved

a2 = kr(1-cos(8-v)) (D157)

2ada = kr sin(8-y)de = er‘h@osz(e-Y)de

cos(B-y) = 1 &
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2 -1 -1
2 2 2 Y 2
. 20 _ _ o _ 20 ) 200 _  «
dé = & {1 (1 kr) } do = % { kr Z } da
(kr)
-3
= /& {1 Sa 1y
VAR5 7kr ¢
1 + cos(B-y) = 2 - of 21 - 551)
L ko \ 7ky

Tilskot til integralet far me altsd berre for omrddet 0 ~ vy
som gjev a2/kr ~ 0. Same kor raskt den kontinuerlege funk-
sjonen Aj(e) varierer, kan me parera med ein sa stor r at
me kan setja Aj(s) s Aj(y) i heile det omrddet som giev
tilskot til integralet. Me fir altsd

. . 2
. i [Z [ -io
Hj(Y) = -3 vkr 2 Aj(y) kr‘[e da {D163)
der me har sl¢yft ledd som forsvinn ndr r - e, Tilskot ti%
integralet far me berre i eit lite intervall ner 0 for %F'
Men ndr kr + e« , kan me setja integrasjonsgrensene * o.
Altsa far me
g 2
*Hj(Y) = -1 V7 Aj(Y).[e_la da (D16Y )
-00
o
.2 . 2
= V27 Aj(Y) (-sina”® - i cosa”) do
p—r.y
= - VT'Aj(Y)(1+i) .
+im/4
Hj(Y) = V27 Aj(Y)e (D165)
Me kan d& ogsd uttrykkja fjernfeltldysinga (D129-3) som
-1 —‘
by ~ Hi(8)elkz)(2mkr) Ze i(krtm/4) (D166 )
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og (D135-3) blir
2m
*y _ . f(kh) *
I(wi, wj) =1 —5;E—].Hi(9)ﬂj(9)d6 (D167)

0

Som ein parallell til uttrykket (D1u42) for I(¢i, ¢j) s
skal me no finna eit uttrykk for I(¢i, ¢?) , der ¢i og
¢j som fgr er gjevne ved (D136): ¢i )3 = ¢ i + wi . der
Qi og @j representerer innfallande b¢1gjer (D139) og  ¥;
og wj representerer bglgier som oppfyller strallngsv1lkaret.

Generelt fadr me fra (D117) og (D136)

(6., ¢§) =I(®i,¢§) +T(0, 02 D)+ Iy, ¢;>-+I<wi,w§>
(D168)

Fyrste leddet her forsvinn fordi dei innfallande bdlgiene
®i og ¢J (og dermed ¢ ) oppfyller Laplace-likninga ogsé&

innanfor flatene S1 og Sf Fra (D140) har me

k -ik( +y siny)
B = - gripy T{ eGrapemik(xcosyay sin), v}

(D169)
Mellomrekning:
I(@i, w;) z :%E n01I(e(kz)e_lk(xcosYi+y'SlnYi)s w;)
- gf(kh) *
= B o (vp) (D170)
(Y, , ¢;) = -I(@}, bi) o= - LI, 1*
- f(kh) . g2f(kh) &
= [g_i_'hr nO]Hl(Y )] = iiﬁk_ OjHl(Y )
(D171)

Me far d& ndr me ogsd bruker (D167)

*, _ gf(kh) * *
I(fbi, ¢J) = g_ll.Ek—— {no _'LH](Y )} + nO,jHi(Yj)}
(k) 2n (D172)
if(kh *
+ ALUR) JHi(B)Hj(B)dB
0

D32
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Det er siste leddet i (D172) som representerer den tydeleg-
aste skilnaden fra uttrykket (D1u42) for I(¢i’ ¢j).

Som ein illustrasjon ser me p& (D135d)

Rij = Ry; = - i‘g—p— Iy, , cp;) (D173)
Med A¢i,j = ? + wi,j i,y ° altsd noi,j = 0 og Hi,j =
i,jui,j gjev (D172):
2m
i3 * Qp—i(r-}’g-}-‘-)- Jhi(e)h]’f(e)de (D174 )
0

Med bruk av (D165) gjev dette
2m
_ wpf, *
Rij s Sk Jai(e)aj(e)de (D175)
0

som er i samsvar med (D126b) ndr i = j.

Effekt absorbert av svingande kropp.

Eit flateelement dS pé&
den svingande flata S1 tek i
tidsmiddel ein effekt

dP = ~IndS (D176)

der intensiteten etter (A47) har
ein normalkomponent

. 1 /\A* _ 1 AA* AL A
I, = 7 Re(pv¥) = ¢ (p Nt P*V) (D177)
med 5 = -iwp og Gn = 3$/dn. Den absorberte effekten er
altsa
- _ . l AA* A*A
P = [[Inds = -5 II(PVn + p*v_)ds (D180
81 S1
_ iwp = 3@* I ﬁ
= 0o H(¢ o - 3+ %) as (D181)
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eller med bruk av (D117)

P = i%9 I3, %) (D182)

Me skal sja pa absorpsjon av energi frd ei innfallande
plan bglgie med kompleks amplitude N, (referert til origo)
og innfallsvinkel y. Fartpotensialet har ein kompleks
amplitude

51 - %% noe(kz)e-lk(xcosy+y51nY) (D183 )

D& denne ikkje &leine kan oppfylla randvilkdra pd8 den sving-
ande overflata S1 (og pa den stillestdande overflata Sf),
blir det sett opp eit diffraksjonspotensial wd som Opp-
fyller stralingsvilkdret og som er slik at

(%, + @d) =0 pd 3, (og pd S,) (D184 )

Skal kroppen absorbera energi, ma han svinga. Arbeid
er jo kraft multiplisert med veg, og effekt er kraft multi-
plisert med fart. Den svingande kroppen genererer ei bgigie
med fartpotensial

6

~

¢ = qYq (D185)

r @

z
q=1
i samsvar med (D22). Alle wq og dermed ¢, oppfyller
stralingsvilkdret, og randvilk&ra (D18) er

e

9 - S
5 nq pa S1 (D186 )

Elles oppfyller alle wq dei vanlege homogene randvilkdra
pa deil stillestdande flatene Sg og z = -h og pad den frie
overflata =z = 0.

Av (D185) og (D186) far me

L) 6
- = L n =

on
S1 q

34

=
s u + (nu,ns,ns) -(uu,us,us)

D3y
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(D186a)

Her er u farten p.g.a. trans-
lasjon, og $x8 er farten
P-g.a. rotasjon. Randvilkdret (B17) p& den svingande over-

flata er altsd oppfylt ndr (D186) er gyldig.
Det resulterande fartpotensialet er da
$ = 8, + 0+ 9 (D187)
For & finna effekten P m& me i samsvar med (D182) rekna ut
I, %) = T(By + Gy, 8 + §) + 1B, + § 5 6%)
) (D188)

Det fyrste av desse fire ledda forsvinn p.g.a. randvilkdret
(D184). Jfr. (D117). Me har altsid den absorberte effekten

P=P, -P_ (D189)
der
P, o= 190 13, + §, §r) - 190 1¢hr 7%, 8.
= Re{i—‘z"ﬁ I($i + ﬁd, cp;)} (D190)

kan kallast den innfallande effekten og

P = - X0 I($r’ b

- m ) (D191)

&
r
kan kallast den utstrdlte effekten.

Med bruk av (D167) far me

D35
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2m
_ wpf(kh) 2
P, = Yo j |Hr(6)| 46 (D191a)
0

som viser at den utstrdlte effekten er positiv definitt.

No bruker me (D185) og far

- iwp § oy “ * Ok
P, = Re{ > q§1I(¢i + Uy (Dq)uq} (D192)
og
P o= - 100 5 % 1(p, of )0 u* (D193)
r Y gS1qrer 97 Ta'Tarql
For & fgra inn eksitasjonskrafta ?e i (D192) konsta-

3
terer me at p.g.a. randvilkdret (D184) og p.g.a. at Bwq/an
er reell, sid gjeld

- - . A " | o2
I35 + g, 02 = Hw. + 5, =2 as
S

= J(@i + wd) Tﬁg ds = I(@i + ‘pd’ cpq)
S
= I(¢i, wq) = Fe’q/lwp (D194)

i samsvar med (D148). Difor kan (D192) skrivast

5
P. = Re =~ (F G* 1
21 5 e,quq) (D195)

(D196)

D36
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der Rq'q er element i strdlingsresistensmatrisa.
Merk at me ikkje far nokon absorbert effekt P = Pi - P
utan at P, # 0 d.v.s.: ¢ # 0. Det gar ikkje an & absor-

bera energi frd den innkomande bglgja utan & generera ei
bglgie.

Me ser no pa& spesialtilfellet med berre ein modus, t.d.
berre hivmodusen, q = 3.

DA har me

~

Re(F L

P. = >

1 ) =

~o| =

|F
e

A* ~
e,393 .3 1u3|cOSB (D197)

der B er fasevinkelen mellom farten u og eksitasjons-

3
krafta Fe 3¢ Den absorberte effekten er
-]

P =P, -pP = o

i r 2 IFe

ol - cosB|U,] -5 Ry, lG1%  (D198)
b

For ei viss innfallande bglgje er I?e 31 gitt. Da vari-
]

erer P med |d som ein parabel.

31
Me ser at Pi er stgrst
nir B = 0. Dette fase-
vilkaret er automatisk
oppfylt om den hivande
kroppen er resonant med
bglgja. Jfr. resonans-

absorpsjon. Me finn av

(D198) at

T 2

|F, .l - 0

P=P _ =._g%?i_. “’lujl
max 33

(D199)
for B8 =0 og |u3| =[Fe’3|/2R33 » doves. Uy = Fe,3/2R33
Jfr. (A79). (D200)

Hittil har me sett pd ei generell innkomande bg¢lgje.
No skal me sja spesielt pd ei plan bglgje med innfallsvinkel
Y og amplitude N, i samsvar med (D183). Eksitasjonskrafta

er d& gieven av (D149)

D37
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s _ pgf(kh)
Fe,q " nohq(w-ky) (D201)

Med dessutan & bruka (D174)
2m

Ryig = 92§%§El J ho ., (8)h?(8)de (D202)

kan me i samsvar med (D195) og (D196) skriva den absorberte
effekten

P=P. - P

6

Re } P iﬁ?h) n_h (7 +y)i* (D203)
q=1 ©q q

2m

_ wpf(kh) * A g

Me kan no tolka integraluttrykket (D202) eller (D175)
for strdlingsresistansmatrisa. Det stralar ut mykje energi
i dei retningane 6 i fjernfeltet der integranden gjev stort
tilskot til integralet. I desse retningane er det etter
mdten sterk intensitet i utstrdlinga. Jfr. ogsa (Du3).

Eksitasjonskraftkoeffisient og strdlingsresistans.

Eksitasjonskrafta er avhengig av innfallsretninga pd den

plane bglgija

o I . pgfikh)
Fe,q Fe,q(Y) X nohq(ﬂ +v) (D204)
Jfr. (D149). Me innfgrer "eksitasjonskraftkoeffisienten"
3
k= —=2d (D205)
qd n;

der ﬁi er den komplekse amplituden av den (uskipla) inn-
komande bglgja i same horisontale posisjon som tyngdepunktet

for kroppen, her (x,y) = (0,0) , d.v.s. her er

D38
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e,q . pgflkh) -
T hq(n +v) Kq(Y) (D206)

Merk at eksitasjonskraft- ﬁy
koeffisienten ved inn-
fallsretning vy star i
direkte samanheng med
amplituden pa den ut-
strdlte fjernfeltbglgja

i retninga Yy + T.

Med bruk av (D165) kan me

og skriva

Kq(Y) = Eﬁiéﬁhl aq(y-+n)V5F ei"/u (D206a)
Av (D206) far me
. k _
hq(Y) = m Kq("( o) (D207

Altsd kan hq(e) bestemmast eksperimentelt ved & mala Kq(em

Fra (D174) har me strdlingsresistansmatrisa

2m
_ wpf(kh) *
i3 T Tk hi(e)hj(e)de (D208)
0
2m
- ok €; (8 - mk* (6 - m)de (D209)
13 bmpg  £f(kh) ]
0
Ved innfgring av ny integrasjonsvariabel 6' = 8 - m , fdr me
i
L= e ¢ ; (8hck (hae! (D210)
1] bmpg f(kh) J
~T

Nér kroppen svingar i berre ein modus q , blir den
maksimalt absorberte effekten etter (D199):



93

[ [2 In |2 2pg2f(kh)G (v)
Pmax - ;ECL ) a Buwk 4 (D211)
4q '
der me har innfgrt den s&kalla direktiviteten
T
G (1) = ZHIKq(Y)Ia/.[|K(9)|2d6 (D215)
-n
Me definerer absorpsjonslengda ved
P (y)
_  max
dq(Y) Sl (D213)

som er forholdet mellom maksimal absorbert effekt og trans-
portert bglgje-effekt pr. lengdeeining av bglgjefronten.

Med bruk av (B75)

2
K = P iikh) Ing 12 (D212)
far me
G (v
dq(Y) = ‘ﬂF““ (D214 )

For sirkulazrsymmetrisk tilfelle er Kq uavhengig av 6
slik at absorpsjonslengda blir

d = % = /2w (D216 )

Sirkulzrsymmetrisk kropp.

Flatenormalen n for ein sirkulersymmetrisk kropp er

e

n = (nx,ny,nz) (D217)

D40



i posisjonen

.
8

Merk at nZ

av 8 , at n_ = n_ cos®
X r
og n. = n_sin6.
y T
Altsa er

(
(

a9y

Xs¥o2) i

r cosf,rsind,z)
(D218)

er uavhengig

= .
n = (n_cosf,n _sinb,n )
T *p g !

-
xn =

0ne

(nq,ns,ns)

(D219)

(D220)

yn, -zn, = (rnz-znr)51n9 = -nM51n9

zn,-xn_ = (zn_=-rn_Jcosd = n, cosh (D221)
X z r A M

xny-—ynx z rnr(c05631n6 - sinbcosb) = 0

= (nrcose,nrsine,nz,—nMsinB,nMcose,O) (D222)

zn -rn, og n, = v ni-rny (D223)

r

Grensevilkdret (D18)

an

3P
J:n

q P& 8y (D224)

Dl
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er for q = 6 oppfylt med 0 = 0 5, noko som me mitte venta
da giringsmodusen for ein sirkularsymmetrisk kropp ikkje kan

generera ei bglgije 1 ei ideell vaske.

Elles md wq oppfylla Laplace-likninga og dei vanlege
homogene grensevilkdra p& den frie overflata gz = 0 og pa
faste overflater, Sf og z = -h , forutan at wq oppfyller
strdlingsvilkdret i uendeleg avstand.

For ein sylindersymmetrisk kropp kan me lett sja at ei
partikular lgysing av forma

wq(r,e,z) = wqo(r,z)eq(e) (D225)

oppfyller Laplace-likninga, dersom eq(e) er ein funksjon

som spesifisert i (B93). Om me spesielt vel

@1(8) = 05(8) = cosé
02(8) = OH(B) = sin6 (D226
63(9) = 06(8) =1

sd er ogsd randvilkdret pd S; oppfylt i samsvar med (D222)
og (D224).

Ei slik lgysing oppfyller ogs& randvilkdret pa flata
Sg » dersom denne flata er sirkulersymmetrisk og konsentrisk
med den svingande flata S,- I motsett fall gjeld ikkje ei
lgysing av typen (D225) utan at flata Sf er fjerna.

Lgysinga er sjglvsagt av typen (D225) ogsd i fjernfeltet
slik at me for Kotsjin-funksjonane har

h (8) =1 0 (8) (D227
q 'qoq )
og for eksitasjonskraftkoeffisientane
Kk (y) =k O (y+m (D228)
q‘Y q0q ‘Y )
med
" - pgflkh) o (D229)
qo k qo

i samsvar med (D206). Me har difor

D42
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h,(8)  h.(8) )
= = cosf
hig heg
h2(6) hs(e)
F = —= = 5ind > (D230)
20 50
hy = hgq hg = 0 |

K1(Y) KS(Y)

= = cos(y +m) = -cosy )
“10 50
K2(Y) Kq(Y) L
= ” = sin{y +7m) = -siny / (D231)
20 4o
K = K K. = 0
3 30 6 y.
Sidan
z2m
[ (cos®,sin®,sinbcos6)dd = (0,0,0) (D232)
0
Og
2m 2 2
f (sin‘@,cos“68)de = (m,m) (D233)
0

har me fra (D210), (D226) og (D231) at strdlingsresistans-

matrisa er

2 *
[ gl 0 0 0 ®40%50
0 K3 [2 0 K, KK 0
20 20740
2
0
R (R - fk 0 0 2 k4] , 0
. Lpg“f(kh) 0- - K20K:0 0 lkyq! 0
* 2
“105g O 0 0 lxggl
0 0 0] 0 0
B (D234 )

Me har og gjort nytte av resiprositetssatsen (D135d) Rij

R...
ji
er reelle (positive eller negative). Difor md

- - o * *
Sidan Rij = Re(Zij) » M& me ha at K, ,gkgq OF K,k 4

D43
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K K¥ K k¥
10 50 20 40
= % o = % (D235)

<] [<gol T 0] 3%Y

D.v.s. kjenner me fasen pd t.d. ?e y kjenner me ogsd fasen
A~ 2
pa F. g » bortsett frd ei uvisse pa r = 180°. Ein til-
2
svarande samanheng gjeld mellom fasane for eksitasjonskrafta
Fe 2 for slingring og eksitasjonsmomentet Fe " for rulling.
b 2

Merk wvidare at

.
R11R55 = R15 (D235a)
-,

for sirkularsymmetriske kroppar.

For strdlingsimpedansmatrisa gjeld (D38) og (D135¢c)

. 00
Zji = le = -1wp“ (pi a—n"' ds

5

P
= =1 .J__?..
1ij ¢ 3 Oi(B)Oj(G)dS
)

1

Merk at pa S1 har n ingen 6&-komponent. Av (D226) og

(D232) fglgjer at

- -
Zgp 0 00 7. 0
0 Z,, 0 Z,, 0 O
0 0 Z,, 0 0 O
2= (255 = (D238)
0 Z,, 0 2z, 0 O
Zys 0 0 0 2. 0
o o 0o 0o 0 o0
- «l

Med bruk av (D226) og (D231) blir direktiviteten (D215)

G3(Y) = 1

G1(Y) = GS(Y) = 2 cosQY (D239)
. 2

GQ(Y) z GH(Y) = 2 sin’y

D}
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For optimal hivrgrsle blir absorpsjonslengda (D214)
_ A
= 5 (D240)

i samsvar med (D216).

Med innfallsretning y = 0 og optimal jaging eller optimal
stamping blir absorpsjonslengda

-2 (D241 )

_ 2
d1(0) = d.(0) = i

5

Det kan visast (Newman 1976) at med optimalt val av ﬁ3

og av ﬁ1 og/eller {i. kan me f4 maksimalt absorbert effekt

5

(A 3
P .= (2—,“ + F) K= 52K (D242)

Jfr. oppgdve D3. Hiv-modusen genererer ei b¢glgje som er
symmetrisk om planet x = 0. Jagemodusen og rullemodusen

genererer ei bglgje som er antisymmetrisk om planet x = 0.

To-dimensjonalt tilfelle.

v | r. 1 -
Lg s
£
7
T 77777 PRI A " A A S L A " S o S "

J

VIPDIDIIIONIY LZJVZ(//ZLLZ[LL/&L[ALLLLLLZ
b

-5

y
77 ///‘//////»'T'r Falit - e Ear S R I R A G A S (A S S A

|




99

Det problemet me skal sja& pad, er to-dimensjonalt i fjern-
feltet, med di bglgja der er ei plan bglgje. Siglve kroppen
og nerfeltet kan vera to-dimensjonalt, men det er ikkje all-
tid ngdvendig. Det kan t.d. vera eit modellforsgk i ei
(uendeleg) lang bglgjerenne med breidd d som er lita nok

til at tverrsvingingar ikkje kan forplanta seg d.v.s. at
kd <

Jfr. oppg. B2. Det kan og vera ei uendeleg lang rekkje av
kroppar som er symmetriske om plana y = nd/2 der n er
heiltal, og som har svingergrsler utan y-komponentar, nemleg

jaging (q = 1) , hiving (q = 3) og stamping (q = 5).

Fjernfeltet:
v+ AlBle(kz) —— T yp L o (D129-3)
vkr

~ - |

v - Afe(kz)e ik|x] ndr kx =+ tw (D129-2)
27

T¢h  T#y - s F(kh) J * -

I, 93 = 1 =5 Ay (8)AT(8)d6 (D135-3)
0

For det to-dimensjonale tilfellet er S, 1ikkje ein sylinder
med r - e , men del to plana x = Xy > X = X > -® .

Pr. lengdeeining i y-retning har me fra fgr

()., P/a = 11y, @g) = if(kn)(ATATY + ATATY)

3 J
(D135-2)

Me bruker her apostrof (') for a markera storleik "pr. lengde-

eining". Me reknar ut den to-dimensjonale versjonen av (D165)
in/u
Hj(Y) = V2T Aj(Y)e (D165-3)

Av (D140) far me, ndr me integrerer over S, 1 staden for

51

0 oo
H(y) = - ﬂ]]:_h)' J e2(kz)dzjelkySlnYdy
...h —-C0

DU g
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[elkxo COSY p*e KXo iy - ix cosy)

+ @IKXm COSY p= IRXw gy 4 gy cosy )]

Me har (B73)

0
2 _ f(kh)
I e (kz)dz = R
-h
og
¥ 1 f i =0

. 1 iky siny _ or siny =
lim 57 e dy = 0 £ . 0
Yoroo % or siny #

Utrekna pr. lengdeeining er altsa H'(y) = H(y)/2Y null om
siny # 0. For eit to-dimensjonalt tilfelle er det elles

meiningslaust & ha siny # 0.

Me har difor

H'(0) = - ;—A+(-—ik-ik) = ikat
og (D165-2)
H'(w) = - % A (-ik + ik cosm) = ikA~

Med dette far me dd av (D135-2) ein to-dimensjonal versjon av
(D167)

I'(ug, 1) = L1flkh) (HY(0DHI*(0) +HY (mHI*(n))

k
(D167-2)
Med ei superponering av ei innkomande bglgje ¢ og ei bglgie

¥ som oppfyller stralingsvilkéaret

s . = 0. Lo+ Y. (D136)
¢lg] ls] wl!]

har me dei to-dimensjonale versjonane (D1u2) og (D172) med

Yy =0 eller y =71 (merk at ¥ = m+m = 21 = y = 0)

gf(kh)

Y - ' .
% {noiH j(ﬂ +Yi) n_.H.(n +Yj)}

I'(dbi"’ ¢j) = o] 1i

(D142-2)

DY 7
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x, _ gf(kh) * *
. (D172-2)
1f(kh) {H!(O)H!*(O) + H:(n)Ht*(n)}
1 ] 1 J

k2

+

P4 lengda d (i y-retning) er det ei eksitasjonskraft

%é qd » der g =1, 3 eller 5 i det to~dimensijonale tilfellet.
3

Med ei innkomande bglgie . har me for fé,q fglgjande
uttrykk
?é,q = dwpI' (8, + 9y, 9,) (D148-2)
= iwpI'(@i, ®) (D151-2)
= efikh) Mol (T + 1) (D149-2)

der vy = 0 eller y = 7 etter som den innkomande bélgja
gdr i positiv eller negativ x-retning.

P& lengda d (i y-retning) er det ei strdlingsresistans-

matrise Rijd » der 1, = 1, 3 eller 5, og der
1 - _ 1wp ' * -
Rij = = I (wi, wj) (D173-2)
= @pflkh) {h!(O)h!*(O) + RGO (ML (D175-2)
2k2 1 ] 1 ] f

Siste leddet i (D174-2) representerer den effekten som strdlar

ut i negativ x-retning.

P4 lengda d (i y-retning) er den absorberte effekten
P'd der

Y - ) - ) -
' = Pi Pr (D189-2)
med
o= iwp 1y 3 0 % -
Pi Re{ 5 I (¢i + wd’ ¢r)} (D190-2)
= R 1 "' g
= Re -~ F' (D195-2)
= 2 e?q q
1,3,5
og med

Dusg
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R ]« ~ g _
Pr = T I (¢r, ¢r) (D191-2)
= 3 (1— R!.{ ﬁ’!‘) (D196-2)
Ll N2 T3iTiT]
1,]=
1,3,5

P& lengda d (i y-retning) er eksitasjonskraftkoeffisi-

enten

~

Fe,q_= pgf(kh)d
N.3 k

K&(Y)d = hé(n +v) {(D206-2)

o1

(y = 0,1). Med bruk av (D174-2) far me samanhengen

R'. = — % {K!(W)K!*(ﬂ) + K!(O)K!*(U)} (D210-2)
11 gpg?f(xkny V2] 3

Me skal seinare generalisera desse resultata til til-
fellet med skratt innfall mot ei uendeleg lang rekkje av
svingande kroppar. Sja (K30) og (Ku5).

Effektabsorpsjon med ein modus i det to-dimensjonale tilfellet.

Me ser pd ein modus q = 1, 3 eller 5. Etter ovanstdande
har me for den absorberte effekten pr. lengdeeining

Re(P' Q%) - LR |4 12 (D251)

P' =
e,q q 2 qq ''q

N =

Med ei plan innkomande bglgje som forplantar seg i positiv
x-retning (d.v.s y = 0) er effekttransporten pr. lengdeeining
gijeven av (B75)

2
g = pg flkh) In 12 (D252)
Hw o

Me fgrer inn fasevinkelen Bq mellom fart og eksitasjonskraft

(D253)

Sidan me har berre ein modus, sldyfer me indeksen q:

D49
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Me har no

|E1a
%% z 22w ( e 5 cosp - R!
pg f(kh) \[n_|

2
(D254 )

Me set inn for ?é fra (D149-2) og for R' frad (D174-2):

o

T ~
_PK_ - 220) pgf}((kh) |h'(1'|')| L COSB
pg f(kh) 5
(D255)
a2
- 9&££§El (Ih' ()% + |nr(m)|?) -
2k o
: 2 ~ 12
P' _ 2w ' u
X oK |h* (m)]| Eﬁ;' cosp
(D256)
4 ~ 12
W 2 2 U
(Ih'(0)}° + |n'(m) |9 |2
g2k2 wn
Me fgrer inn den relative svingeamplituden
w? 8
= — |h'(n) — (D257)
v = o | | "
og fadr relativ absorbert effekt
P! . ' 1 24,2
T * 2y cosB - (1 + [h'(0)/h'(m)]|%)y (D258)

For 4 fd eit maksimum i den absorberte effekten mi fasevil-
karet

B = p =0 (D259)

vera oppfylt. Det optimale punktet svarar til

P! 1
y = (—“) = (D260)
opt K/ max 1+[h'(0)/h'('rr)|2

For eit absorberande svingesystem som har hggre-venstre-
symmetri er Ih'(O)/h'(Tr)I2 = 1 slik at maksimalt halvparten
av den innfallande energien kan bli absorbert.

Me ser av (D260) at dersom |[h'(0)}/h'(m)| << 1 , vil all

den innkomande energien kunna bli absorbert av svingesystemet.
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Vilkaret er altsd at svingesystemet strdlar berre i den ret-

ninga den innkomande bglgja kjem fra.

Svingesystem med hggre-venstre-symmetri.

Eit slikt svingesystem vil i hiv-modus generera ei sym-
metrisk bglgje slik at

hé(O) = hé(w) s hé (D261)

I jagemodus eller stampemodus vil den genererte bglgja vera

antisymmetrisk
T = =hH'! = =h'!
h1,5(ﬂ) = h1,5(0) = h1,5 (D262)
I begge tilfelle gjeld
h'(w)| = {h'(0) (D263)
hy(o| = [ngo))
slik at (P'/K) = 1/2 etter (D260).

maks
Av (D174-2) og (D210-2) har me da for strdlingsresi-
stansen

.. wpf(kh) ., .2 wlkgl
faq = T2 Il = \
k pg” f(kh)
*
WK K
PE
t - t = ’
Riz ® Rgg = 0

For hiT-Todusen er den genererte bglgja 1 fjernfeltet
-ik|x

n.e der me etter (B32), (D129-2) og (D165-2) har
B S R AT SR
n, = = A 2K h3u3 = Tgu, (D265)

der me har fgrt inn koeffisienten

N
T3 % T gk M3 (D266 )

som har dimensjon av tid. Med bruk av (D206-2) og (D26u4)
fir me

D51
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112
. w |}l
"I.'3 = - ——'2———-—-—-- Ké = = 5 (D267)
pg“f(kh) pg f(kh)(k})*
Rl
* _ _ 33 .

Dette resultatet skal me bruka seinare. Sj& (G14).

Elles md me vera merksam pd at sjglv om kroppen 81
har hggre-venstre-symmetri, sd& kan me oppnd at |hq(0)| #
|hq(ﬂ)| ved & plassera ein annan, stillestdande, kropp S¢
slik at diffraksjonen frd denne verkar inn pd det totale
bglgjefeltet ved den absorberande kroppen S1. Dersom 34
er ein punktabsorbator og Sf er ein reflekterande vegg som
er sett bakom punktabsorbatoren, ma me ha h(0) = 0., Opti-
malt fdr me d& 100% energiabsorpsjon i samsvar med (D260).

Jfr. ogsd (G26) og dei eksperimenta som er nemnde i kap. G.
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E. EKSITASJONSKRAFTEN

El - Innledning

L
- wk
ij 4mpg2f(kh) Ki(B)Kiﬁe) de
-7

Likn. (D210): R

Dette viser en sammenheng mellom et legemes evne til & oppta
eksitasjonskrefter og et legemes evne til & strdle ut bglger.
Et system som tar opp mye bglgekrefter fungerer ogsd godt som

bglgegenerator.

Eksempel - Sirkulzrsymmetrisk legeme i hiv.

= wk 2 .
Rq47 202 FORR |K3| (fra likn. (D210))

Tidligere (kap.D) er det vist at maksimal absorpsjonslengde,

d er uavhengig av |«

-1
3,max k

3,max’ 3I

A
d T

Derimot er ikke den tilsvarende optimale hastighetsamplituden

uavhengig av |k,

2
_ pg“f(kh) 1
1ﬁ3'opt' wk Mo ]K3| (ED)
~ 1
|z « (E2)
t
opt T |

Optimal utsvingsamplitude og eksitasjonskraftkoeffisient er
omvendE proposjonale. Derfor - dersom |K3| blir for liten
vil |t;|Opt bli s& stor at fundamentet for teorien, linezre
forhold og ingen viskdse tap, bryter sammen fgr en nar den

optimale utsvingsamplitude.

En annen betraktningsmate er 4 tenke seg et system med en

gitt begrensning p& | En har optimal fase mellom

3l
kg og Uy slik at absorbert effekt blir (likn. (D197) ):

l Iy l ~
P = Z|kgl luglne- 5 Rgqg lugl? (E3)

Insatt for R33

wk

CLa— PN Y I (EW)
4pg? £(kh) 3 3

1 ”~
P = §IK3I 1u31n° -
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ar . %‘Iu3|n0 - wk Iu3|2['<3l (ES)
d|K3| 2pg%f(kh)

aP_ 5 o nar |u3l< pg? Eééhl 1 0= |u3| (E6)
dfKk, | |k 4] opt

Dersom den gitte hastighetsamplituden er mindre enn den
optimale, vil absorbert effekt gke ndr |K3| gker. Med en
gitt dimensjonerende stgrrelse (f.eks. overflate eller
volum} er det ¢nskelig & forme dette slik at eksitasjons-

kraften blir sa stor som mulig.

E2 - Generelle uttrykk for eksitasjonskraften

Innkommende bglge Qi
Diffraktert bglge wd
_ . ~ ) . ~ c E
Fe,q iwp JJ¢lnqu + 1wpIdenqdq (E7)
L9 S J [ S > |
o W
1 2
1 - Kraften fra den uforstyrrede, innkommende bglge.

Betegnes ofte som "Froude-Krylov kraft".

I det fglgende vil betegnelsen F bli benyttet

FK,q
for denne kraften.
2 - Kraften fra den diffrakterte bglgen.
Betegnelsen ?D q vil bli benyttet.
b

Haskindrelasjonen viser at diffraksjonskraften alternativt

kan skrives som
ad.

~ _ -. ~ —l
FD,q = —lwp JJ wq n ds (E8)

Tidligere er det vist en generell sammenheng mellom
eksitasjonskraften i plane, harmoniske bglger og strdlings-
resistansen for harmoniske svingninger. I dette kapitlet

skal det videre framover drgftes andre uttrykk for eksitasjons-
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~

kraften. F F

FK,q og D,q vil da bli studert hver for seg.

E3 - Froude-Krylov-kraften

~

FFK q kan 1 prinsipp enkelt bestemmes da den er utelukkende
2

gitt av legemets form og den innkommende, uforstyrrede bglge.

&

Diffraksjonsproblemet behgver ikke & ldses.

Eks. - sirkularsymmetrisk legeme
A z
v
] 1 [
_xt
)
<&(2__ d;
' .
43
f 5 R
\ ‘
. = - f% ns e(kz) exp(-ikx)
Kngq= -pgjfe(kz) exp(-ika(z)cose)nq ds (E9)

S.
Fra kap.D har en for sirkularsymmetriske legemer:

n
q

M (znr - Pnz)

(nr cos8, n, sine,nz, Ny sind, n, cos6, 0)

M

n

B3



OLJC)CJZ
I { 5
d$ ) N
~ Jal |
2 “-ﬂl
P
~
da
tg a = $2 (E10)
2 _
cos o = (1 +(§§) ) 3 (E11)
dz
1 d 2%
- = daa
ds = co5 G adedz = (1+(dz) ) adedz (E12)
_ - day?,-1
n, = Cos a = (1+(dz) ) (E13)
_1
. da da,?
n_ = -sin o = -tg a cos o = - —(1+(==)")
2 dz d2° " (E1u)
1
_ da da,?,”2
ny = (z+a EE) (1+(EE’ ) (E15)
Innfgrer
] ing.- 43,0 day . da
mq = (cosB,sind, 1z° (z+a dz)81n0,(z+dz)cose,0)
(E18)
Slik at -d, 2m

“FK,q~ ~PE J Ie(kz)exp(-ﬂ-ca(z)cos e)mq ade dz
~dy o (E17)

I slingring og rulling gir integrasjon over 6 i begge

tilfellene null som ventet.

o~ ~

Kpk,2 = KFK,u =0 (E18)
Hiv : 2n
jexp(-ika cos@)de = 27 Jg(ka) (E19)
a
Jo{ka) - Besselfunksjon av orden 0.
-dl
c =ogm | e(kz)io(ka) $2° 4z (E20)
FK,3 0 dz
-d,

E4
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Dette kan sammenliknes med den hydrostatiske fjarkraften pa

et legeme med vannplanareal, Av .  Et sdkalt effektivt vann-
planareal deflneres‘g?d Av,eff
A = w1 | elkz) Jotka) 92° 4z (E21)
v,eff 0 dz
~-d,
slik at
KFK,3= PE Av,eff (E22)
Spesialtilfelle - ka << 1, kd2 << 1, d1 =0 :
2
Av,eff" Ta = AV (E23)

Froude-Krylov-kraften p& smd legemer

Som mest generelt tilfelle behandles et legeme som flyter.
Et fullstendig neddykket legeme framkommer som et spesial-
tilfelle av dette.

SV - vannplanarealet
S - vatet overflate.

a) q = 1,2,3 (kreftene)

gq - enhetsvektor i q-retning.
. 2 . "+.->0_ "-;-.--
FFK,q = 1wp{II ¢ieq nd$S JJ ¢ieq k dS} {E2u4)
S Sy

Merk at det siste leddet gir bidrag kun ndr q = 33 d.v.s. i hiv.

Det fgrste integralet utvikles ved & bruke Gauss setning

iwp ” . e +n dS = iwp I”(wi)q dv (E25)

For smd legemer sammenliknet med bglgelengden kan ve.

ES
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betraktes som konstant over legemet 1lik verdien i middel-~

posisjon.
-

4 - amplituden til partikkelakselerasjonen i den innkommende
bglgen.
Indeks o representerer verdien i legemets middelposisjon.

Videre benyttes

-iw@i = g n. pd z = 0

Dette gir

FFK,q = pV aq,o+ pg ﬁiAV 63, (E26)

V - nedsenket volum
Av- vannplanareal

b q = 4, 5, 6 (momentene)

Innfgrer momentvektor, M » istedet for generalisert kraft.
Gar da tilbake til & benytte q = 1, 2, 3

(E27)
. ~, +> > ~ s > >
MFK,q" 1wp{ I f ¢i eq-(rxn) ds - I J ¢i eq-(rxk)dS}
8+Sv Sv
T x k = v 1-x 3 (E28)

Det siste leddet gir altsd bidrag i rulling og stamping

(E29)
~ s > + L A Y
JI ¢i eq-(rxn)dS = IJ @i(eqxr)-n ds = JJJV-(@i eqxr)dS
S_+5 +
\ v
~ 5> > _ a ~
v (@i eqxr) = §F£(¢i Elkp eq,k rp) (E30)

Her er benyttet summekonvensjon samt fglgende definisjon pa

eakp
1 5 f+k#p like permutasjon
€2kp={_l 5 2*k#Fp ulike permutasjon (E31)
y ellers
Videre gjelder
eQ:k - 6Qak (
~ ~ ~ (E32)
. > . E* - g_
v (¢ieqxr) = rg(éiequ rp) €0ap Tp 3r£¢i)
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For smd legemer kan ogsd her verdien pd Vv ¢, taes i

legemets middelposisjon.

Innfgrer:

Fp = II[ rp dv (E33)

v
- ] q
Sy jJ y dS (E3u4)

Sv
Sx = IJ x d8 (E35)

3 v

Videre benyttes

~

_ =
ag o = (Tx ao)q (E36)

% ap 2,0 'p T Eqpt Tp

Slik at > =

MFK,q= p(I'x ao)q + pgnisyél,qugni Sx62,q (E37)

~

E4 - Diffraksjonskraften pd smd legemer

A

~ . ad.
. . - - 2 _i
Likn. (E8) : FD,q = iwp IJ ®q In ds
s
Dette utvikles videre
N ~ ~ +
FD,q = - dwp [I @q V@i-n ds
S
S
~ d%. 3¢
_ 1 L
= iwp J mq 5;; T ds (E38)
S

P4 samme mdte som tidligere taes verdien i legemets middel-

posisjon : ~
n n . N 3w,
FD,q = Voo { -iwp IJ ®q T ds } (E39)
S

E7



hvor 5 er amplituden til partikkelhastigheten i den inn-
kommende bglgen. Fra likn. (D38)

F = = ) Eu0
D,a” V2,0 %oqT %y Va0 (E40)
A 3 ~ I’
= y

FD,q Efl{qu v2’0+ qu az,o} (E41)

Til 1ikn. (41) skal det knyttes noen kommentarer.

1. FD q slik den framkommer i (E4l) er sammensatt av to

3
ledd.

* Ledd i fase med partikkelakselerasjonen.
* Ledd i fase med partikkelhastigheten.

2. Hvilket av de to leddene er av stgrst betydning ndr
ka + 0, hvor a er en karakteristisk dimensjon til
legemet?

Fri overflatebetingelse kan skrives p& formen

9P
-kawq+ﬁLa)—= 0 pd z = 0 (E42)
30
ka-»Ogir'W%y:O pd z = 0 (Eu3)

I denne grensen gdr fri overflatebetingelse over til &
bli den samme som overflatebetingelsen pa en stiv vegg.
Med andre ord kan fri overflate betraktes som et speil-
plan og forholdene kan beskrives som et legeme som
beveger seg i et « medium. Et legeme som beveger seg

i » medium kan i tidsmiddel ikke str&le ut noe energi

(da det ikke er noen bglger som kan transportere bort

energien). Dermed vil impedansen, Z, vare rent
imaginzr (reaktiv). Konklusjonen p& dette blir:
ka + 0 gir xij= wmy >> Rij (Euy)

Dermed vil leddet hvor partikkelakselerasjonen inngdr
vare dominerende ndr ka + 0

A 3 ~
FD,q= Zfl mqg ag“,O (Eu5)

ES
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3. Sirkul®rsymmetrisk legeme om z=-aksen. Det henvises til

likn. (D239).

~

PD,q - Myq 8q,0 3 9° 1,2,3 (Eu6)
FD,H = Myy 8y o (Eu47)
F (E48)

D,5 - ™51 %1,0
4. Ofte vil Meq™ V for ka -+ 0
Dette medfgrer at Fy q gir bidrag til samme orden som
9

Fo (ikke for flytende legeme i hiv).
FK,q

E5 - Storvolumskonstruksjoner

Med storvolumskonstruksjoner menes legemer hvor den
karakteristiske dimensjon ikke er liten sammenliknet med
bglgelengden. Det hydrodynamiske problemet lar seg lgse
eksakt ndr det ikke-homogene randkravet skal tilfredsstilles
pa koordinatflater. Eksempler pd dette er sirkuler sylinder
fra havbunnen opp gjennom overflaten og vertikal vegg. For
enkelte storvolumskonstruksjoner kan en i gitte situasjoner
splitte opp legemet i i 2-dimensjonale striper hvor ka << 1
og deretter integrere opp over stripene. Dette er sdkalt
stripeteori og er anvendelig f.eks. for lange, slanke

konstruksjoner (skip) i sides]jg.

Den mest generelle metoden for & finne krefter pa storvolums-
konstruksjoner vil likevel vare sakalte "kilde-sluk-beregn-
inger" - beregninger hvor Greens funksjon benyttes. Dette

er en metode som i prinsipp kan benyttes pd alle typer
legemer. I praksis vil imidlertid datamaskinkapasiteten

sette en begrensning pd legemets stgrrelse og pd ngyaktigheten
i beregningene. Framgangsmidten er fgrst 4 finne analytisk

en Greens funksjon som tilfredsstiller de homogene likningene
og deretter bestemme numerisk en fordeling av kilder og sluk
over legemets overflate slik at ikke~homogene randkrav til-

fredsstilles. Det skal her kun gies en kort presentasjon av

lgsningsmetoden.
~ 6 A ~
¢ = 0.+ §1¢h ug * ¥y (E49)

q

E9
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Fglgende skal vare oppfylt:

1. V¢ = 0 i vasker (E50)
2 34 -0 p& z = h (E51)
: 9z
~ ~
3. ~w2¢+g %% =0 pd z = 0 (E52)
4, ¢q og Y4 Trepresenterer (ES53)
utgdende bglge i r + =
a9
- -]
5 Sﬁg ng pa S
A ~ (E54)
de o 8¢i o
an an pa

Greens funksjon, G(¥|Py), tilfredsstiller 1ikn. (E50), (E51)

(E52) og (E53) bortsett fra i o = ;o hvor G(?l;o) har en
singularitet. I dette tilfellet viser det seg hensikts-

1

messig & innfgre en singularitet av typer kilde/sluk

G(F|Fe) = —te— + g(F|Fy) (E55)
| =10

hvor g(¥|%) tilfredsstiller likn. (E50), (E51), (E52) og

(E53) uten noen form for singularitet i vasken.

Ut fra Greens setning kan det vises at potensialet i et

vilkérlig punkt, ;l’ i vasken kan skrives som

$(Fy) = II Q(Fo)6(F|To) ds (E56)
g -
hvor Py er koordinatvektor til punkter pd S. En for-
utsetning for at ¢(§l) kan uttrykkes slik som likn. (E56)
angir, er at fglgende homogene "innvendige" problem ikke har

0/

V2p.z 0 i V. (E57)

noen l¢sning.

X

E10
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-wchi+ g 5, = 0pds (ES8)
©.= 0 pa S (E59)

Dersom dette problemet har lgsning, kan ikke ¢(;i)
representeres slik som angitt i likn. (ES6). Tor visse
frekvenser, Wi o vil likn. (ES57), (E58) og (E59) ha lgsning.
Dette betegnes ofte som irregul®re frekvenser. Dersom et
hydrodynamisk problem lgses numerisk ut fra likn. (ES6), vil

det opptre numeriske ustabiliteter omkring w = Ws e

Det er mulig & regne ut g(¥|?%;) analytisk. Referanse til
dette er f.eks.
Faltinsen og Michelsen "Motion of Large Structures in
Waves at zero Froude number".

DnV-publication no.90 - sept 75.

Med analytisk uttrykk for G(;|;o) kan Q(;n) bestemmes
numerisk. Det ikke-homogene randkravet (likn. (E54) benyttes
da. Legemets overflate, S , deles inn 1 m flateelementer.

Likn. (E54) kan skrives pa diskretisert form.

g -+ -+
n_ .= - 27 .+ I . = G(r.|r.) EGD
q,i %01 j*quaJ an G717 (E80)
3
o a9 -+ -+
-2 - -9 .+ I . = G(pr,|r E6l)

hvor r. , rj er koordinatvektorer til flateelementer pd
legemets overflate. Leddet -Zin framkommer ved & studere

_ e ] 1
1. 1
rery A

hvor A er et endelig areal pa S med middelpunkt i ;i .
For hver enkelt mode samt for diffraksjonen kan det dis-
kretiserte problemet altsd skrives som m likninger med

m ukjente
n=AQ (E63)
v v}
C11



_ a1
Q= A n

4"

(EBY)

Merk - alle diagonalelementene i A har verdien - 27 .
Nér A er bestemt, kan 8 bestemmes ut fra likn. (E60),
evnt. 1likn. (E61). N&r 2 er kjent)kan ¢ i et vilkadrlig
punkt i vasken bestemmes ut fra likn. (E56). N&r ¢ erp
kjent,kan de hydrodynamiske kreftene bestemmes.

Kommentarer til metoden

1. Metoden krever stor regnekapasitet. Den har derfor
fgrst blitt tatt i bruk i stgrre utstrekning de siste
arene.

2. Bruk av symmetri kan redusere antall regneoperasjoner
betraktelig med uforandret regnengyaktighet.

3. Veritasprogrammet NV459 benytter seg av metoden.
Det er i dette programmet mulig & legge inn to
symmetriplan.

4. Metoden slik den er presentert her er 3-dimensjonal.

Det eksisterer tilsvarende 2-dimensjonale metoder.

E12



F. IKKE-LINEARE EFFEKTER

F1 ~ Innledning

Fra likn. (El) gjelder for isolert bgye

~ 2
- pgf(kh) 1
[uslopt - wk Mo |x3]

Til 1.orden (ka << 1 , punktabsorbator)

A"

A for flytende legemer
|K3l * { v for neddykkede legemer

Avtagende dimensjoner gir ¢kende I sin tur gir

Iu3lopt
dette gkende ikke-line=zre effekter. For & utnytte punkt-
absorbatoren ("sugeeffekten™) er det gnskelig & ha en sé
liten konstruksjon som mulig. En nedre grense vil

imidlertid bli satt av ikke-linezre effekter.
Typer av ikke-lineariteter

Ikke-lineariteter i de hydrodynamiske grunnlikningene.
ITkke-lineariteter pd grunn av at legemet beveger seg.

Viskgse tap.

£ ow N

Ikke-lineariteter generert av maskineri.

Disse skal behandles hver for seg i avsnittene videre
framover. Hele kapittel F. er mest ment & gi et overblikk

over emnet uten a4 gd i detalj.

F2 - Ikke-lineariteter i de hydrodynamiske grunnlikningene

Fri overflatebetingelse er ikke-linear.
a) Dynamisk (konstant trykk pd overflaten = lufttrykket)

gn + 22+ 2(ve)" = 0 pd z = n (F1)

b) Kinematisk (vaskepartikkel som er pd overflaten forblir

4 vere pd overflaten)

9% _ b _ _ 3n
3z Dt 1 7 3t

Disse likningene md& benyttes dersom f.eks. ikke-lineariteter

+ Vd-Vn pa z = 7 (F2)

1 innkommende bglge skal beskrives. Linear teori for hav-

F1
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bglger holder bra for H < 0.1 A

For & regne ut de hydrodynamiske kreftene benyttes Bernoulli,
som har et ikke-lineart ledd:

=-pd0 1 2
P=-p35~ 7% V) (F3)

Disse ikke-lineazre effektene er i prinsipp ikke knyttet til
legemets bevegelse. For et bglgekraftverk (og da spesielt
et kraftverk med karakter av punktabsorbator) vil legemets
bevegelse vare betydelig. Dette gir opphav til andre

typer ikke-linezre effekter som trolig har stgrre betydning.

I dette avsnittet skal det ogsé& gidres en kommentar om

bglgedrivkrefter. Bade effekt- og impulstransport i en
regulazr bglge er en bilinear effekt (2.ordens effekt).

Fra tidligere har vi

Kea [ (F4)

P& samme mite vil en bglge ha en netto impulstransport. P&
dypt vann gjelder

AN
= _ 1
Mx- TP I J udzdx (F5)
' o
Ved & utvikle dette til 2. orden med
n = |n| sin wt (F6)
U = w|n|exp(kz) sin wt (F7)
finner en
_ 7 - 1 2
I = Vg M= 5 rpgln] (F8)

Dette medfgrer at dersom energi skal absorberes m& det
samtidig absorberes en impuls, eller med andre ord vil
konstruksjonen bli utsatt for en drivkraft.

l ~ 2 ~ 2 ~ 2
Fariv® § 08 {ngl+ In 7= In ") (F9)

hvor n; er innkommende bglge, N, er reflektert bglge og

Ny er transmittert bglge. Liknede uttrykk finnes for

endelig vanndyp. - jmfr. Longuet-Higgins; Proc.R.Soc.

A 352 463 - 480 (77).
F2
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~F3 - Tkke-linezre effekter som fglge av at legemet beveger
seg.

Legemets bevegelse kan skrives som

M¥+RE+sSX=p olut (F10)
hvor M, R og S er 6 x 6 - matriser.
Merk at det er kun i stasjonzre, harmoniske tilfeller det
har mening & snakke om M, R, S og 3 som konstante ko-
effisienter. Selv om vi har regulazre bglger inn, vil
koeffisientene vare avhengig av legemets posisjon. I og med
at legemets bevegelse er betydelig vil dette gi opphav til

ikke-lineariteter.
Stivheten

Eks. 1 - flytende legeme i hiv

I
1]

Av(n)
pg A, = S35(n)

1t

gir 833

Eks. 2 - neddykket system, opphengt som omvendt pendel, i jag.

Jagekraften fra forankringen.

FS = Fs,o sin o .
T 7T T 7T 777
Eksitasjonskraften
Eks. - Legeme 1 hiv.
F o e'-hk
A e,3
L gir Fe,3 = Fe,3(n)

/

F3
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Merk sammenhengen mellom R og F, . For et legeme i jag
vil en tilsvarende ikke-linearitet oppstd, men nd vil det
vere fasen pa F_, som varierer.

Addert masse

Ogsd addert masse er avhengig av nedsenkingen, h. For svart
store h vil addert masse g& over til & bli den som gjelder

for o medium.

F4y - Viskositet

Som utgangspunkt - stasjonar strgmning om en sylinder.

- rquuei 2 i R

———————————a

Nw

P4 grunn av viskositeten blir sylinderen utsatt for en
dragkraft, Fp,. I forbindelse med viskgse krefter benyttes
Reynolds tall som ikke-~dimensjonalt tall. (& er en karak-
teristisk lengde)

. ul
R = 5 , (F11)
hvor v er kinematisk viskositet (%10-6 % for wvann).
For svert smd& R (<102): Fpo® u . Dette er imidlertid

stort sett et uaktuelt omrdde for marine konstruksjoner.
I et forholdsvis stort omrdde (Rvi02-10%) gjelder

_ 1 2
PDP— 3 P Cd A u (F12)

hvor A er tverrsnittet vinkelrett pd strgmningen. I dette

tilfellet er Fy.= u®? , d.v.s. et ikke-lineart ledd. DnV

benytter Cd = 0.7 i sine spesifikasjoner.
Fu



For R >10° foregdr en omvandling fra laminart til turbulent

grenseskikt. Dette er i1 hgyeste grad en ikke-linezr effekt.

Fig.F1l wviser CCl for en kule.
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Fra stasjonar strgmning skal vi gd over til en oscillerende

strgmning og bevegelse

- iwt

e
it
o lw

me £

-5
evnt. X

Dette er et lite utviklet fagfelt. Ut fra forsgk viser det
seg at et tydeligvis svert viktig ikke-dimensjonalt tall for
denslags strgmninger er Keulegan~Carpenter tallet, K

K = Iull'T - om J%L (F13)

Dette tallet sier noe om hvor langt en vaskepartikkel beveger
seg 1 forhold til en karakteristisk lengde. Dette har igjen
noe med hva slags hvirvelbilde som oppstdr omkring legemet.
For en situasjon hvor legemet beveger seg markant bgr
muligens den relative hastighet mellom legeme og vaske-
partikkel inngd (dette er en ren hypotese). En annen ting
man skulle vente er at for svart store K burde teorien gd
over til den for stasjonar strgmning. Merk forgvrig at i
uttrykket for K inngdr ingen naturkonstanter (sd som g
eller v). KAer en rent geometrisk stgrrelse,og K er kon-
stant ndr |n|/% er konstant. Det er vanlig & regne at
hvirvlinger ikke oppstdr som en merkbar effekt fgr K > 3

F5 - Ikke-lineariteter generert av maskineri

I maskineriet vil det vare linezr demping for & produsere
energi, I tillegg vil maskineriet ogsd ha ikke-linezr
demping. Det er aktuelt & sette en gvre grense pid legemets
utsving. Videre er det aktuelt & styre legemets bevegelse

for & oppnd f.eks. optimale faseforhold.

o 3 (&)
___,r",]"' \___lK_,r"'"; ""‘\_]‘,-"'—.,j - ",\ >t
\ Fe (8)

I det tilfellet som er skissert i figuren har vi en meget
markant ikke-linear demping fra maskineriet. En slik type
bevegelse blir behandlet mer i kapittel G.

F§
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G. PUNKTABSORBATOR

I dette kapitlet fglgjer forelesningane artikkelen av
Budal, Falnes, Kyllingstad, Oltedal: '"Experiments with
point absorbers in regular waves'", Symposium on Wave Energy
Utilization, Ggteborg 30.10. - 1.11.1979. Artikkelen er
attgjeven her som vedlegg 3. Det blir vist til likningane

i artikkelen ved & setja bokstaven G fgre likningsnummera.

Forutan denne artikkelen, som gjeld eksperiment med ei
loddrett innfallande bglgje mot ei lang rekkje av punkt-
absorbatorar, ser me og pd visse optimale forhold ved ein

isolert flytande punktabsorbator i hivrgrsle.

Ein punktabsorbator er ein effektabsorberande svingande
kropp som har tverrmdl mykje mindre enn bglgjelengda. I
hivrgrsle vil ein slik liten kropp vera ein sirkularsymmetrisk
stralar. Ved optimal svingergrsle blir den maksimalt absor-
berte effekten i samsvar med (D214) og (D240)

_ A
Pmax = 5 K (G53)

eller med bruk av (B75) og dispersjonslikninga (Bu5) for

djupt vatn
053 2
Prax = 3 lnil (ass)

I staden for & optimalisera med omsyn p&d maksimal effekt-
absorpsjon i eit "punkt" bgr me heller for eit bglgjekraft-
verk optimalisera med omsyn pa maksimalt forhold mellom
energiproduksjon og kostnader. Dette er ei sars vanskeleg
oppgave. Her vil me berre som ei innleiing i problemet sjé
pa forholdet mellom absorbert effekt P og volumet V av
den hivande punktabsorbatoren. Det kan visast (jfr. oppgdve

G3) at P/V gar mot sitt maksimum

P pgw
(V) = BE2 |, | (G55)
max
ndr V » 0. Med dei typiske verdiane |ni| =1m og T =
2m/w = 10 s blir (P/V)p,, = 1,6 kW/m°.

G1
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Me kan samanlikna dei
teoretiske grensene (G54)
og (G55) med det me kan
oppnd med ein punktabsor-

bator i form av ein

sylinder med halvkule=~

forma botn. Med ein _—
diameter 2a = 6 m og

sylinderhggd og vertikal
slaglengd 1lik 21 = 8 m
er den optimalt absor-

berte effekten P rekna
ut G oppgdve G3) for ein

amplitude |ni| = 1 m

pd den innkomande bglgja. Resultatet P som funksjon av
bglgjeperioden T = 27n/w er vist grafisk i diagrammet (neste
side). D& bgyen har eit kjent volum V = 283 n er det 1
diagrammet (pd hggre sida) teikna inn ein skala for P/V.

Dei tecretiske grensene, tredjegradsparabelen (G54) og
hyperbelen (G55) som funksjon av T er ogs& teikna inn i
diagrammet. P.g.a. den avgrensa vertikale slaglengda er

P < Pmax nar T > 5s . For denne noks& typiske bglgie-
amplituden p4 1 m er den absorberte effekten av storleik-
orden 0,2 MW. Men jamvel for denne noksi litle bgyen er

P/V monaleg mindre enn (P/V)max. Men diagrammet tyder pa
at P/V narmar seg mot (P/V)max ndr T aukar. Det er for
di bglgielengda A aukar, slik at a/) minkar, d.v.s. for
di fgresetnaden om punktabsorbator di er betre oppfylt.

Ndr det gjeld andre forhold ved konstruksjon av bglgje-
kraftverk etter punktabsorbatorprinsippet, kan det visast til
fglgjande publikasjonar av Budal og Falnes: "Wave-power
conversion by point absorbers", Norwegian Maritime Research,
Vol. 6, No. 4, 1978, pp. 2 - 11 og "Interacting point absor-
bers with controlled motion", Conference on Power from Sea
Waves" University of Edinburgh, June 26 - 28, 1979.
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H. PRAKTISKE PROBLEM VED B@LGJEKRAFTVERK

Dette emnet vart szrleg dekka ved dei tre forelesningane
som B.M. Count, CEGB, Southampton gav ved NTH 5. og 6. novem-
ber 1979. Emnet var bglgjeenergiforskinga i Storbritannia,

og innhaldet var m.a.

energibehov i Storbritannia,

- detaljert oversyn over dei typane bglgjekraftverk som
det blir arbeidt med,

- problem vedrgrande konvertering og ilandfg¢ring av
nytteenergi,

- samspel med andre energikjelder gjennom det elektriske
kraftoverfgringsnettet, og

- milj@gpaverknader fré bglgjekraftverk.

Det kan elles visast til vedlegg 4 som inneheld ein meir de-
taljert disposisjon for forelesningane til B.M. Count.

Det kan vidare visast til fglgjande publikasjonar (i
tillegg til det som er nemnt under kapittel G):

B.M. Count: "Power generation from ocean waves. A theore-
tical review." Proceedings of SIMS 1979 Research Application
Conference on Energy Conversion and Fluid Dynamics (held at
Utah), published by SIAM Institute 1980.

I. Glendenning: "Energy from waves" Oceanology International
78, Proceedings 1978, pp. 20 - 32.

@. Holter m., fl.: "Alternative energiressurser", Universitets-
forlaget, Oslo, 1979.

H1
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J. VEKSELVERKNAD MELLOM EI B@LGJE OG FLEIRE SVINGANDE KROPPAR

Innleiing.

I dette kapitlet fglgjer forelesningane artikkelen av
Falnes: "Radiation impedance matrix and optimum power absorp-
tion for interacting oscillators in surface waves" som skal
publiserast i Applied Ocean Research og som er attgjeve her
som vedlegg 5 ("appendix") i manuskriptform ("preprint”).

Det blir her referert til likningane (1) - (53) i denne ar-
tikkelen ved & setja bokstaven J fgre likningsnummeret,
altsd (J1) - (J53). Ein del av desse likningane er oppsum-

merte i innleiinga av neste kapittel (K).

Merk at notasjonen er den same i artikkelen som i fore-
lesningane bortsett frd at den komplekse fartamplituden ikkije
er skriven Ui men u. . Dessutan er der ein skilnad (med
ein faktor VvK), i definisjonen pa fjernfeltkoceffisienten

bi(e) med di me i staden for likn. (22) i artikkelen skriv

=1 _3
©; ~ b; (8 elka) (ke ) % 1krp (J22)

der rp og Sp er (horisontale) polarkocordinatar rekna fra

ein vertikal akse gjennom tyngdepunktet av kropp nr. p.

Elles skal me her setja opp ein del generaliseringar av
resultat i kap. D, og me skal gje dei generaliserte likningane
same talnummer som der, men med bokstaven D skifta ut med
J i likningsnummeret. (Alle desse talnummera er stgrre enn
100.)

Fjernfeltkoeffisienten referert til origo.

La x = XP,

y = Yp representera den vertikale lina
gjennom oppdriftsentret til kroppen nr. p- Dette er ogsa

utgangspunktet for den horisontale avstanden rp til det
aktuelle fjernfeltpunktet.

J1
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by

rp y r-—dpcos(ap- 6)

(krp)_% = (kr)-% + O{P-%} R (kr)"%

-1krp -

,
- -3
9 bi(ep)e(kz)(krp) e

ikdpcos(up-e) kr

~ bi(e)e e(kz)(kr‘)_%e-i

0, ~ ai(e)e(kz)(kr)'i’e'ikr (J129)

der
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ikdp cos(ap—e)

a.{(8) = b.(8)e (J22a)
i i

d og a. = g

eller med 4.
1 P 1 P

1 1

ik(r-r;)
bi(G)e 1

Merk at me p.g.a. (J1): 1 = 6p + q kan bruka indeks i 1
staden for indeks p , der 1 er eit vilkarleg nummer i

rekkja av dei seks "oscillatorane" som er tilordna kropp nr.

P-

Generelle formlar.

I analogi med (D117) definerer me integralet

I(¢ $.) EjT (¢ EEi - ¢ Eﬁi) ds (J117)
i? 73 i 3n j on
S

der ¢i og ¢j er vilkarlege funksjonar som oppfyller
Laplace-likninga og dei homogene randvilkdra pa den frie
overflata z = 0 og pd sjghotnen z = ~h. I (J117) skal det
integrerast over S = USP , altsa over summen av alle vatte

overflater. Me har vidare i analogi med (D118) teoremet

o 5 - o 52

00

Her er 5_ som fgr ei tenkt sylinderflate som omsluttar alle
dei N svingande kroppane og som har ein radius r som gar

mot uendeleg.

J 3
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For potensial ¢ som dessutan oppfyller strdlingsvil-

kdret i uendeleg avstand, er den komplekse amplituden

. s
- -3 ~=ikr
Vi,5 T A 5(8)e(kz)(r) 2e (J129)
I analogi med (D132) og (D135) har me
I, ¥5) = 0 (J132)
27
* _ f(kh) *
I(p;> ¥3) = 3 g [ A3 (8)AT(0)de (J135)
0
Spesielt far me
2w
*, _ . f(kh) %
0

2m
f(kh) [ bi(e)bg(e)eik[diCOS(ai-e)_deOS(aj-e)]de

= i =

0

2m
f(kh) J bi(e)b§(9)e-lk[ri(6)-rj(6)]de
0

= i

k

Ju
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Strdlingsimpedansen.

Nér oscillator nr. j svingar3f¢rer dette, i samsvar med
(J2) til ei kraft -Zijﬁj pd oscillator nr. i (modus ¢q i
kropp p). I analogi med (D38) har me

o p*
= i} = =3 —_—T
Zij J[ujnpqup 1mp[jwj T das (J25)

p

Merk at me her p.g.a. randkravet (J21) kan ta flateintegralet
over

S ~ US
Y

d.v.s. summen av alle vatte overflater, som eit alternativ til
d integrera over berre SP. Sidan h¢gre-sida i (J21) er
reell, kan me ogsad velja om me vil ha konjugasjonsstjerna i
(J25) eller ikkije.

P& heilt tilsvarande mite som fgr kan me no frd (J25)

utleia resiprositetssetninga

Z.. = Z.. (J135¢)
ij ji

og fglgjande uttrykk for strdlingsresistansen

. - iwp * - - iwp *
Rij = Rji = = I(wi, wj) > I(wi, wj) (J1354d)
eller
o dp*
- - 1wp * __J _ =
Ris 2 H(‘pi n 3 Bn) s
oM.
Er S5_ ei sirkular sylinderflate, er i fjernfeltet - —?% =
3. oy et
Tﬁ; = - ikmj og “3n T 5 T isz. Difor har me
Bw;
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¢Jfr. (D126).) Av (J135d) fir me dessutan

2m
. _ iwp ., f(kh) *
Rij = > 1 = I ai(e)aj(ﬁ)de
0
2m ?'ﬂ
_ wpf(kh) * _ wpf(kh)
= T J ai(e)aj(e)de =Tk ay (e)a (8)ds
0 0
eller
2n
- wpf(kh) [b (e)b*(e)elk[dlcos(al-e) djcos(aj-0)1,,
ij 2k}
0

.lky

X
2w
_ wpf(kh) x ~ikds;icos(ayi-0)
iy © __7ﬁ?__'J b.(B)bj(B)e J J de (J29)
0

Merk at Rij avheng bdde av den relative avstanden dji og

den relative retningsorienteringa.

Merk at for d.. = 0 , d.v.s. ndr dei to oscillatorane

hgyrer til den same kroppen, sd& stemmer (J29) med (D175).
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Eksitasjonskrafta.
Fe,i = 1wp§(¢o + ¢d)npqd8 (J143)
p
Av (J21) far me
_ J‘ 30, . H 30,
Fe,i = 1wp (¢O+¢d) W dS = i1wp (¢O+¢d) W ds
S S
P
og av (J20):
Q. 3(d_+9.)
. i o 'd
Fe,i © 1""’”{(% toq) 5 i o } ds
S
Fe,i = .uupI{(cp0 + ¢d), mi} (J147)

Her oppfyller ¢, og o strédlingsvilkdret. Frd (J132) far
me

Fe,i = lwpI(¢0’ (Di) (J151)

(Haskinds formel)
Med plan innfallande bglgije

e-lk(x cosy+y siny) _ N e-lkr' cos® -y)

r10 = r]OO [eln)
6, = 1—% e(kz)n, (J33)

Me set dette og (J129) inn i (J1571) og integrerer over S_

_s oy a:(e) -
F . =1iuwp i—%nool{e(kz)e ikreos® Y),%k__——e{kz)e 1kr}

—— e ——— r

eikrcos(e-y—n)

Eit slikt integral har me, med mykje mgde, rekna ut fér.
Jfr. (D154) og (D165). Analogt har me her

F_ . = pgn

f{kh) in/y
e,i oo k VZm ai(Y + me

Med bruk av (J22a) far me

J7
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_ f ikdj cos(aj-y-m) iw/u
Fo; = PeN_ ¢ V2 bi(Y + e e
_ f -ikdj cos(aj-y) im/u
=08 VZ2n bi(Y + “)Tooe je
no(Xi, Y.)
_ o -ikdi cos(az:=-y)
Fe,i = Kino(xi’ Yi) = King.e 1 (J3u)
K; = P fikh) V27 bi(Y + n)elﬂ/u (J34a)

Jfr. (D206a).

Kommentar vedrgrande singulzr strdlingsresistansmatrise.

Dersom u kan veljast fritt, er den absorberte effekten

P =g (Fux+ Fry) - 1 U*ry (J11)
maksimum berre dersom

Ru = + F (J12)

e 2 ~e

er oppfylt. Dersom R ikkje er singular, d.v.s. dersom 5ﬁ1

eksisterer, har (J12) den eintydige 1lgysinga (J13). Dersom
derimot determinanten [R| er null, er likninga (J12)
ubestemt og ho har uendeleg mange ldgysingar for u. Me gar
ut fra at Eeo ikkje er slik at likninga (J12) er sjglvmot-
seiande.

Men likevel er den maksimale absorberte effekten

= 1 s = 1 o~ok
Pmax =z u Ru = 5 uRu (J54)

eintydig, sa sant u er valt slik at (J12) er oppfylt.

Me skal her skissera beviset for denne pdstanden. La

44 ©g u, vera to vilkarlege 1gysingar av (J12). Me set

P, = 3:55 ;522. Det som no skal visast, er at

J8

og P, =1

1 2



P2 = P1 , altsd at AP = P, - P, = 0. Med bruk av (J12) far

me

~ ~ 1 ~
- * - *
(u2 u1) F Au*F

_ 1
AP =g ~e Lk ~e

2 T X

vektorar. Da bade 44 ©g ¥, er lgysingar av (J12), er

Altsd md& det visast at E. og 8y =y er ortogonale
RAu = 0, d.v.s. Ag tilhgyrer nullrommet av operatoren B )
Ay € NR‘ Dersom likn. (J12) ikkje er sjglvmotseiande, til-
h¢ypar~£e rekkjevidda av operatoren R, Ee € RR‘ No er det
velkjent at nullrommet til ein 1linear operator er det orto-
gonale komplementet til rekkjevidda av den tilhgyrande
adjungerte operatoren. (Sj& t.d. M.C. Pease, Methods of
Matrix Algebra, Academic Press, 1965, p. 288, eller Ivar
Stakgold, Boundary Value Problems of Mathematical Physics,
Vol. 1, Macmillan, 1967, p. 171). D& stralingsresistans-
matrisa er bade reell og symmetrisk om hovuddiagonalen, er
R ein sjglvadjungert operator. Altsd er alle vektorar i

NR ortogonale pd alle vektorar i RR. Difor er AP = 0 og

x Altsa er Pmax elntydig.

Det kan elles visast til oppgave D3, der me har eit til-
felle der jage- og stampergrslene ikkje er innbyrdes ein-
tydige, medan den maksimale absorberte effekten likevel viser

seg a vera eintydig.

J9
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K. RETTE RADER AV JAMT FORDELTE SVINGANDE KROPPAR.

Me startar med eit resyme av dei likningane fr& kap. J

som me treng som grunnlag for analysen her.
Total kraft (J2):

i T Fe,i TRy et o - R

Resiprositetssatsen (J5):

Zi5 = 24y Z =1z

Effekt absorbert av alle oscillatorane, (J8, J11):

2 .

e,1 i e,1 1 3

P = %z:(F ¥ ¢ F* Lu) -1 3 R, Lutu.
i

137

P o oyt + Fow) - 5 Wopy
Pmax : % E;ptgggpt

der Bopt oppfyller (J12):
Ru . = ~F

Dersom R eksisterer, gjeld (J13) og (J15):

1
rof -2
e

1

(K1)

(K2)

(K3)

(K4)

(K5)

(K6 )

(K7)

K1
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Utstrdlt bdglgie.

I fjernfeltet, kr >> 1 og r >> d, gield (J22)

=1 - .
©; ~ b. (8 )e(kz)(kr;) Ze 1kri (K8)

i | 1
- - -z -
ei ft B r; s dicos(ai 8) (kri) s~ (kr)

s oy s
@0, ~ bi(e)e(kz)(kr) §e+lk(r r'1)63 ikr

Me har vidare (J129) og (J22a)

0, ~ ai<e>e(kz)(kr>'%e'ik1’ (K11)

ai(e) - bi(a)eik(r-ri) i} bi(e)eikdicos(e-ai)

(K12)
Med ei innkomande bglgie
- -ik(x cosy+y siny) _ -ikr cos(6-y)
Ny = Nge® = Ngot (K13)
er eksitasjonskrafta (J34):
Fe,i = Ki(Y)nO(Xi, Yi) (K14 )

der

o ~ikdj cos(aj-Y)

nO(Xi’ Yi) ® Moo

er den (uskipla) innkomande bglgja 1 posisjonen av oscillator
nr. i , d.v.s. av kropp nr. p. Vidare er eksitasjonskraft-

koeffisienten

K2
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Ki(Y) = Eﬁﬁéﬁhl VZn bi(Y-+ﬂ)ei“/q

Vidare har me strdlingsimpedansmatrisa (J25)
Zij = -iwp wj Ty ds
S

og strdlingsresistansmatrisa (J29):

2

_ wpf *
Rij = 2K | ai(e)aj(e)de
0

2T
- wpf [ * -ikdss cos(8-asi)
T bi(e)bj(e)e J1 Ji7de

o

0

X8
VX

I fjernfeltet: Bi = Bj &~ B
r. - r = -di cos(cxi -8)
2w
_ wpf * -ik(r;-ry)
0]

K3

(K15

(K16)

(K17)
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Ei rett linje av like kroppar.

Like kroppar plasserte i inn- Ty
byrdes jamn avstand d langs y-

aksen. Kropp nr. p 1 posisijon

YP = pd. Alle kroppane er likt ~—<$D-—T
orienterte i retning. | i
Tilfellet med at alle kropp- ——~(})~—*w
ane svingar med same komplekse i 'd
fartamplituden er eigentleg __Ct}__#
behandla fgr (i kap. D), med di i :d
dei da kan sjdast pa som ein ; |
einaste (men ikkje-samanhengande) o G;D,_*_
kropp. No skal me sjd pa til- ! Id
felle der kroppane ikkje svingar -4
med same fart. i d
Me skal sjd& p& ei plan bglgije — X s

som fell inn under ein vilkarleg i
innfallsvinkel Y. For ei uendeleg

rekkje av kroppar kan all inn-

fallande bglgjeenergien absorberast )

under visse vilkdr. I s&fall mid kroppane svinga i minst to
svingemodi, og avstanden d m& liggja under ei viss grense.
Om kvar kropp svingar i berre ein modus, vil hggst halv-

parten av den innfallande b@glgieenergien kunna absorberast.

Me skal dessutan gd ut fra at fjernfeltkoeffisienten
bi(e) for modus nr. q er den same i kvar kropp, same kor

i rekkja kroppen er. Alts&

bi(e) = b6p+q(e) = bq(e) uavhengig av p (K18)

Denne fgresetnaden er sjglvsagt oppfylt ndr det er tale om ei
uendeleg lang rekkje av kroppar. For ei endeleg lang rekkje
vil det sarleg ner enden av rekkja vera annleis. Men dersom
kroppane er smd ("punktoscillatorar"), sd& den utstrdlte
bglgija frda ein vilkdrleg kropp blir lite diffraktert pd dei
andre kroppane, da vil fgresetnaden vera oppfylt med god

Ku
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tilnerming ogsd for ei endeleg rekkje av kroppar.

Etter denne fgresetnaden blir eksitasjonskraftkoeffisi-~

enten - i samsvar med (K15) -

Ki(Y) = Kq(Y) uavhengig av p (X19)

Eksitasjonskrafta er etter (K14) og (K13)

Fe,i = Ki(y)no(o,pd) = Kq(y)nooe_ikpdsj‘nY (K20)

Fo i * Foqe‘ideSi“Y (K21)
der

Foq = Kq(Y)nOO (K22)

er eksitasjonskrafta for kroppen Svarande til p=20,, d.v.s,.
den kroppen som har sitt referansepunkt i origo.
P.g.a. fgresetnaden (K18) gjev (X17)
Ri3 = Repeq,6pTeq
27
f

_wpf [ * ik(rpr-ry) _
9 bq(G)bq,(e)e P P’de =

o

2m

_ wpf | * ikd{(p-p')sind
= 2% bq(e)bq,(e)e 4e

o

0

- 1
R o (k(p=p)d} (K23)

2T

wk * 1ikd(p-p')sind
= 0-m)k™,(8~-1m)e de
77 | ¥q q'
4mpg fJ
0.

Her har me ogsd brukt (K15).

For & rekna ut den totalt absorberte effekten P , kan
me setja desse resultata (K21) - (K23) inn i (K3). Ved
inversering av strdlingsresistansmatrisa kan me og etter (K7)
finna den maksimalt absorberte effekten. Nokre slike tilfelle
med N hivande punktabsorbatorar er drgfta av Evans (1979,
Symposium on Wave Energy Utilization, Ggteborg). Men er det

K5
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mange kroppar, blir det ei

stor matrise & invertera.

Me skal i staden gjera
det enklare og rekna med same
svingeamplitudar i alle
kroppane, og med innbyrdes
fasar som for den uforstyrra
innkomande bglgja. Jfr.
Budal (1977, Journal of Ship ’T \
Research, 21, jfr. 248 - 253). :
Me set altsé I :

- _ -ikpd siny

(K24)
For ei uendeleg lang rekkje av kroppar (N =+ «) md det
sjglvsagt vera slik ogsd for det optimale tilfellet med mak-
simal energiabsorpsjon. For ei endeleg lang rekkije, derimot,
vil ende-effektar gjera at dette ikkje treng svara til den
optimale situasjonen (bortsett frd tilfellet med normalt inn-
fall mot N = 2 kroppar). Kor mykje mindre den absorberte
effekten blir, er drgfta av Evans (1979). Dersom talet N
pa kroppar er eit stort tal, vil ende-effektane ha relativt
lite 4 seia, sd me far ein absorbert effekt som er nar opp

til den tecretisk maksimale.

Med innsetjing av (K21) -~ (K24) i (K3) fidr me for den
totalt absorberte effekten

1
P = = R Tk _{yd)u*z1)
5 e(nooq qY u‘q:p

umpg f q,q' 3+ 9 pp!
27
. s
. JKq(G-n)K;,(B-ﬂ)elkd(P p'ising ;4

0

KB
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Mellomrekning:
: Cng s . N-1 . . :
) o1kd(p-p')(siné-siny) _ ) elkdp(51n8-51nY)
P,p’ p=0

. . : 2
elkd(51n9-81nY)Nl _ sinz{de(sine-sinY)/Z}

sinz{kd(sine-siny)/2}

1=~
1=

o 1kd{sinb-sInY)
Her har me brukt summeformelen for ei geometrisk rekkje.
Dessutan er
N-1
! 1 =N
p=0

Den middels absorberte effekten pr. svingande kropp er difor

6
P_1 O *
N =3 Re{noo §1Kq(Y)uq} 24£.RN,qq'uq'uq (K28)
der
2m
. wk Yk (Aa_ny SiD 2{Nkd(siné- -siny)/2} ,
RN,qq' -—_._Q—JKQ(G TT)K‘ y (6=-) 5
umpg f Nsin“{kd(sin6- 51nY)/2}
0 (K29)

For ei svart lang rekkje av svingande kroppar, har ende-
effektane etter miten lite & seia. Me kan rekna at kvar
kropp absorberer like mykje effekt. Som ei god tilnazrming
kan me d& forenkla rekninga med & sj& pd ei uendeleg lang
rekkje.

Uendeleg lang rekkje av svingande kroppar.

Med N + o blir den absorberte effekten pPr. svingande
kropp:

U
"
=
e
E|
=g
"

(K30)

1]
raf —
3]

[§)]
f"'M'\
3

Q
Q
H i~
~
S~
-
NS
-
*
b Yo

Z R&q,(y)u  u

q,q' 4

der me etter (K28) og (K29) har

K7
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2m
. k
R' ,(y) = 11m{"’— k_ (8=m)k*, (6-7)
Qq’ N+ uﬁpngd Q'
0 (K31)
. 2 ) )
sin éde(51ne-51nY)/2} de} = lim Ry __,/d
Nsin“{kd(sin®-siny)}/2} Neo »49

Merk at (K30) er formelt 1lik den tilsvarande (D18S-2), med
(D195-2) og (D196-2), som gjeld for det to-dimensjonale til-
fellet, som svarar til loddrett innfall, ¥y = 0.

Ndr N + « , vil integranden i (K31) bli forsvinnande

liten bortsett frd ved dei diskrete vinklane Bo,n'-eo, 91

mT=06,, 92, m-0 som oppfyller

1 27
sin{kd(sin6 - siny)/2} = 0 (K32)
D.v.s.
sinB = siny - n %% = siny - n % (K33)
der n = 0, #1, #2, ... For n = 0 gjev dette sin® = siny,

som er oppfylt for

8 = 60 =y og for 6 = ﬂ<—eo = T-Y (K34 )
Dersom

A .

3>+ sin|vy]| (X35)

finst det ingen andre reelle lgysingar av (K32).

Ndr N + o kan me rekna ut integralet i (K31) pd fglg-
jande mdte (metoden med "stdsjonzr fase"): Me fdr tilskot til
integralet berre fra dei diskrete vinklane Gn (og ﬂ-—Sn)
som oppfyller (K32). Da funksjonane Kq(e) er kontinuerlege,
kan me setja Kq(e) S Kq(en) utanfor integrasjonsteiknet.

For kvar slik diskret vinkel en far me fglgjande tilskot
til integralet i (K31)

— * - {
Kq(Bn W)Kq,(en F)I(On) {K36)

K8
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der
6n+€
I8 ) = sin {de(51n6 81nY)/2} (K37)
N81n {kd(sin6- 51ny)/2}
8 -¢
n
©og € > 0. Me kan her velja € s& liten me vil ved berre &

velja N stor nok. Ved rekkjeutvikling om 6 = o fér me
sind = sinb_ + (8 -6_)cosd_ + 0{(6 -6 )2} (K38)
n n n n

. . _ _ - 2
siny - sin® = -(® en)cosen + 0{(8 6.) }

Me fgrer inn ny integrasjonsvariabel:

1

X = = de(B-en)coan
og far
8 +¢
n 2
i in6~si 2]
1¢8 )_kd c20Se J sin“[Nkd(sin 81nY)/2] mgdcose e
[Nkd(sinb-siny)/2] n
6 -€
n
@ ) (K42)
_ 2 sin“x dx = 2m
_kd|cosenl x? - kd|cosen[
)

Dette integralet konvergerer raskt nar integrasjonsgrensene
gidr mot uendeleg. Merk at me difor har kunna setja eN 1ik

D4 cos(ﬂ-en) z -cosGn har me ogsd
I(n-6) = 2T
n kdlcosenl
Etter slik & ha rekna ut integralet kan me skriva (K31)
som
n .
max K (B -mk* ,(9 -T ) +K (9 Jx*, (6 )
qq'(Y) g 2 ] = IcosB |q i
2pg " fd" n=0 n
(Kuy)
Merk at talet 2(nmax + 1) pad reelle lgysingar av (K32) av-

K9
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heng av forholdet A/d. Her skal vi gd ut frd at (K35)
gjeld, slik at noox = 0. Det er da berreeit ledd i summen
1 (K44). Me har d&

KqFY-W)Ka|(Y-ﬂ)+Kq(Y)Ka,(Y)

R' ,(y) =—29 (K45

qq' Y 2pg2fd2 [cosy | )
nar

A .

3> 1 + sinly]

I effektuttrykket (K30) gdr det inn ein "effektiv stral-
ingsresistans™ Réq,(y) som altsd avheng av innfallsvinkelen
Y 5 for di y - i samsvar med (K24) - gdr inn i fasen for
svingefarten pa dei ulike
kroppane. P.g.a. denne i
faseskilnaden blir det <D
(ved konstruktiv inter- i
ferens) strala ut plane
bglgjer i retningane
8 =Yy cg 6 =w-vy. Nar
vilkdret (K35) ikkje er
oppfylt, eksisterer det

andre reelle lgysingar
av (K32). Dette svarar !

til at det blir strdla ut q)

plane bglgjer i andre

retningar (ved konstruktiv interferens mellom dei ulike kropp-

ane).

For loddrett innfall, vy = 0 , svarar (Ku5) til det "to-
dimensjonale™ tilfellet me sdg pd tidlegare. S3j& (D210-2).
Me kan difor utleia eit tilsvarande resultat som (D260), og
dermed visa at dersom Kq(Y-ﬂ) = 0 , kan me optimalt absor-
bera all innfallande bglgjeenergi, endd om kroppen svingar
berre i ein modus q. Jfr. ogsa likn. (46) i Budal (1977)

J. Ship Research. Merk at me ikkje kan realisera vilk&ret
Kq(Y"ﬂ) = 0 med berre ei rekkje av punktabsorbatorar. Men
det kan tilnazrma bli oppfylt t.d. med ei samanhengande rekkje
av Salter-"ender".

K10



147

Symmetriske kroppar i hiving og jaging.

Me gdr ut fra at kroppane har symmetri om planet x = O
og om planet y = 0, I s&fall vil hivrgrsla gje ei bglgie-

generering som er symmetrisk om desse to plana. Difor er

K3(Y) = k,{(-vy) = K3(ﬁ"Y) = K3(ﬂ + Y) (K46 )

3

For jagemodusen er det symmetri om planet y = 0 og anti-

symmetri om planet x = 0 , slik at

K1(Y) = K1(-Y) = -K1(ﬂ'-Y) = -K1(ﬂ + Y) (Ku7)

Da fdr me av (Ku5)

1
o

R%3(Y) (Ku8)
leq(Y)I2
R' {y)

ad pg’£a?|cosy]

(K49

for 9@ =1 og g = 3. Nar me da set uq =0 for q = 2,4,
5 og 6 , far me av (K30) at den absorberte effekten pr. kropp
er

2 * *
P = 7 Re{noo(nc1(y)u1 + K3(Y)u3)}

(K50)
- T (IK1(Y)u1|2 + |K3(Y)u3|2)
2pg fd|cosy|

Formelt skil dette seg fra tilfellet med loddrett innfall
berre med faktoren |cosy| i nemnaren. Jfr. (D18%-2) og
(D210-2). TFor loddrett innfall, vy = 0 , har me optimalisert
(K50) i oppgdve D3 og funne at den maksimalt absorberte ener-
gien er lik heile energien i den innfallande bg¢lgja. Ei til-
svarande direkte optimalisering av (K50) m.o.p. u, og u,
kan lett gjennomfgrast. Optimalt gjeld for q = 1 og g = 3
at

kg (Y Moo

U.q = 2R“W (K51 )
qq

noko scm impliserer at farten er i fase med eksitasjonskrafta
for begge modiane. Med bruk av (K51) og (Ki49) fir me

K11
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1 wlk_(ylu !2
5 Re{n_ _k_(y)u¥} - E- 9 =
4 2pg fd]cosy|

’ 1 [2 | (Y)|2 1 leq(Y)I2 )
= = |n - - -

2 oo 2qu R ( pngd|cosyl QRéq(Y)d

2

1 fa 2 1

=z | cosy| E%ET— Inool = 5 Kd|cosy| (K52)

der me har brukt (B75) og innfgrt K , effekten transportert
pr. lengdeeining av bglgjefronten. Av (K50) og (K52) gér det
fram at me med denne rekkja av symmetriske kroppar ikkje kan
absorbera meir enn halvparten av den innkomande bglgjeener-
gien, dersom kroppane svingar i berre ein modus. Jfr. og
likn. (40) i Budal (1977), J. Ship Research.

Men med optimal hiving og jaging i samsvar med (K51)
gjev (K50) ein absorbert effekt pr. kropp:

Po. maks - Kd|cosy| (K53)

Jfr. likn. (53) i Budal (1977), J. Ship Research. Resultatet
viser at all energien som fell inn p& delinga d projisert
inn p& bglgjefronten, altsd pd lengda |cosyl|d , blir absor-
bert av kroppen som svingar optimalt i jaging og hiving. I
staden kunne me ha brukt dei to modiane stamping og hiving.
Poenget er, pa ein optimal mdte, & generera el symmetrisk
bglgje ved hivrgrsle og ei antisymmetrisk bg¢lgje ved jaging
eller stamping, eller eventuelt ved ei kombinert jage- og
stampergrsle. Hivrgrsla og jager¢grsla genererer like store
bglgier. I retninga 6 = m-vy er deli i motfase med kvaran-
dre, b1(ﬂ -Y) = “ba(ﬂ'—Y) 51ik at den resulterande bglgie-
utstrdlinga blir null i denne retninga. Derimot er dei i
fase med kvarandre i retninga 8 = vy , altsa b1(Y) = b3(Y)
slik at dei der "fordoblar" seg til & bli like stor som den
innkomande b¢lgja, men har motsett fase, slik at innfaliande
pluss utstrdlt b¢glgje i retninga ® = y blir null. All inn-

fallande energi er dermed absorbert.

K12
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Total absorpsjon av innfallande
bglegje (a) med ei rekkje av
kroppar som stralar i ein sym-
metrisk modus (b} og ein anti-
symmetrisk modus {c¢). Kurve
(d) viser det resulterande
bglgjebiletet.

Endeleg skal me sjd 1litt pd spesialtilfellet med sirku-
lezrsymmetriske punktabsorbatorar under slike forhold at eksi-
tasjonskrafta pa kroppen er tilnzrma den same som for ein

isolert kropp (N = 1). D& er K3(Y) = K uavhengig av inn-

3
fallsvinkelen Y. Me far dd fglgjande generalisering av (G51)
2R03

- T

der R_, = R1,33 er stralingsresistansen for ein isolert
kropp 1 hivrgrsle. Resultatet fglgjer ved kombinering av
(G15) og (K49). Eksitasjonskraftkoeffisienten for jaging
varierer etter (D231) som cosy. Bruker me dessutan (D234)
og (K49) finn me

4R
I o1
Ry (y) = Ry (Y)d ™ —=— | cosy| (K55)

01
kropp 1 jagergrsle. For stampergrsle gjeld tilsvarande

der R = R1 19 €T strdlingsresistansen for ein isolert
b

4R
- 1 o5
Rgg (YD) = Rg (N d ™ —3 |cosy | (K56)
der ROIS = R1 55 ° Fgresetnaden for desse formlane er at eksi-
- b ]

tasjonskraftkoeffisienten har tilnarma same verdiar anten
kroppen er isolert eller han er i ei rekkje. Med eksperiment
i ei bglgjerenne som forklart i kapittel G kan me lett mila
R33(Y) s R11(Y) og RSS(Y) for loddrett innfall, vy = 0.
Dersom me dessutan mdler Ro3 » Roq o8 Ros Pd& ein isolert
sirkulzrsymmetrisk kropp i eit breitt bglgjebasseng, kan me
eksperimentelt fa ein delvis verifikasjon pd formlane (K5u4) -
(K56). K13



VEDLEGG 1
150

Straling fra oscillerande elektrisk dipol.

Oscillerande dipol

--0+Q p = QL = pel¥t (ABYH)
I I=d06/4t o=
21 = w0l = iwd = ikep (A86)

--0-Q

Fra elektromagnetisk feltteori kan utleiast (t.d. ved bruk
av retarderte potensial) at feltet fra ein oscillerande

dipol har fglgjande

A& komponentar
A =0
E‘-P
Hr =0 (A87)
HO = 0

g - (7P ( 2 5 + Z > + 0} cos6 e ikr
(ikr) (ikr)

.\ 3a iy
Ee = (t§; P ( ] 3 + 1 5 + i;r sinb e 1kr (A88)
o (ikr) {(ikr)
2 (ik)sc“ 1 1 -ikr
Hy = —M—P— (0 + s + Tpz| siné e
(ikr)
~ ~ '
"naerfelt" fijernfelt

Ein slik dipel P kan vera modell for eit atom der (middel-
punktet av) den negative elektronladningen svingar att og
fram i forhold til den positive kjerneladningen, som nzrmast

er i ro.

A 47



Dipolen p kan og vera modell for ein kort radiocantenne med

lengd 1 << X og matestraum

I = iwp/1. (A89)
1 Dette blir i radioteknikken kalla ein
Hertz-dipol.
I ;L
Effekten P som strdlar ut frd dipolen, finn me ved &
integrera Poyntingvektoren I = § = % Re(E x H*) over ei kule
omkring dipolen. Jfr. (A4) og (AS51). Merk at felta er
uavhengige av ¢
m

[ I_2wrsinérds =
g T

v
n

m
21  I_v’sin6de (A90)
0 r

D& mediet (vakuum eller luft) kan reknast for tapsfritt, m&
integralet vera uavhengig av radien. Det er difor berre
fjernfeltet som gjev tilskot til Pr‘

Me har altsd bruk for intensiteten berre i fjernfeltet

~ ~ AA* e
I = 1 Re(F »f*%) = 1 Re kgpp 1 _ sin%e + 0{r L+}
r 2 6 1s) 2 16ﬂ2€ k2r2
o
NB: Leddet 0{r %} er reint imaginart.
y . 2
ck sin"8 ;A2
I, = === |p] (A91)
327w e,r
T
b (a2
P = 27 ke [ sinzesinede
r 2 J
327°¢ 0
T3 8=0 2 1 2 1,4
f sin“6d® = [ (1-cos G)d(cosﬂ)=I(1-x)dx=2(1-§)=-§
0 O=7 -
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Utstralt effekt fra dipolen er altsa

Yyay2
kuc |2 H W [PI
o = TTawe_ | T T mme (A92)

Dipolantenne.

Effekten som strdlar ut frd Hertz-dipolen finn me ved &
bruka (A86)

_ kel fasked? |1 kb)? a2

Pr - 12ﬂeo ?2 bme _C

Samanliknar me med (AB0Db)} ser me at Hertz-dipolen har ein
strdlingsresistans

2 n_c(kl)?2 2
_x)t Mo _ %o 2 2 3774
Ry el * Grec - =~ = 5o (K1) = (K1) S= (A9H)
B 2
Rr’el = (k1)%20,0 ohm (A95)

Nar dipolfgresetnaden 1 << X eller k1l << 1 ikkje er

oppfylt trengst ein modifisert analyse. Jfr. antenneteorien.

Formelen (A95) gjeld altsa for sa korte dipolantenner at

R < 20 ohm.
r.,el

Vi har utleidd formelen under Az

L
2

~

fgresetnad av at straumen I B
er konstant over heile lengda
1. For ein tynn trad er

straumen null pa enden.

1
——

-

I

=
—
2

Me kan definera ei effektiv

lengd leff ved

11 = [ I(z)dz T 5]
-1/2

A1G
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der I er straumen ved matepunktet. Det resulterande

dipolmomentet er

~ _ Mesr
P 1w

slik at strdlingsresistansen for dipolen er

2

R = (kleff) 20,0 ohm (A%5a)

r,el

Merk at ndr Kkl << 1 vil fjernfelta frd alle antenneelementa
dz interferera konstruktivt. For lengre antenner vil det
bli destruktiv interferens og utrekninga av det resulterande
fjernfeltet md ta omsyn til det. For ei tynn halvbglgie-
antenne (1 = A/2) eller ein "halvbglgjedipol" gissar ein pa
el straumfordeling

T(z) = Tcoskz

T
der I er straumen 1 matepunktet. %

Bpr

Resultantfeltet blir som fra ein
superposisjon av Hertz-dipolar

med minkande dipolmoment utover

mot enden av antenna. Ved inte- 1
grasjon vil ein finna ~ )~

- I
Rr,el = 73,1 ohm

Malte verdiar for praktiske halv-
bglgjedipolar ligg gjerne i
omrddet 65 til 72 ohm. Stril- -

ingsreaktansen som heng saman med

-+ [>

nerfeltet (lagringsfeltet) er
gjerne ca. 40 ohm.

Formelen (A95) brukt ukritisk gir for stor verdi nar
k1 = 7 (g 1), nemleg: w220 ohm = 197 ohm.
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Absorpsjonstverrsnitt for ein Hertz-dipol.

Me gdr ut frd at ei innfallande plan bglgie med verti-
kalpolarisert elektrisk felt Ei induserer ei eksitasjons-
spenning

0 = 8.1
e 1

i dipolen. Med bruk av (A94) og innsetjing i (AB3) far me
2 2
) |E;1] 6me c  3me_c |2

= > |E;

Pmax 2
8(kl) bk

Merk at 1 fell ut av samanhengen. Antennedimensjonen er
ikkje avgjerande (anna enn at 1 << X). Etter (A50) er den
innfallande intensiteten

A - omax _ 3w 32
a I. 2 2 2 bm
1 k
A2
For ein rundstrdlar er A, = 57z - Jfr. (A72) og oppg. AZ.

At me her far 50% stgrre absorpsjonstverrsnitt heng saman
med at Hertz-dipolen ikkje stralar isotropt, og vidare med
at me her har gdtt ut frd den mest gunstige retningsorien-
teringa av mottakarantenna, nemleg med dipolen retta paral-
lelt med polarisasjonsretninga for det elektriske feltet i
den innfallande plane bglgija

Med v = w/2m = 3 -106 Hz er A = % = 100 m og

1007 _ 199y p? (A9B)

trass 1 at antennelengda 1 er mykje mindre enn 100 m. Me
ser at den abscrberte effekten ved resonansavstemt og resi-
stanstilpassa antennekrets ikkje er korrelert med dimensjonen

pd antenna.

A 2
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Vekselverknad mellom lys og eit atom (klassisk, og ikkje-

kvantemekanisk teori her),.

Ein molekyl eller eit atom blir elektrisk polarisert
ndr der er eit elektrisk felt.

Det elektriske feltet i lyset induserer ein elektrisk
dipol i partikkelen som oscillerer med lysfrekvensen. Den
oscillerande dipolen sender ut lys i ymse retningar (mest i
retninga 6 = % - Jfr. (A91) - der 6 = 0 svarar til dipol-
retninga, d.v.s. retninga til feltet i det innfallande lyset
som 1 atmosfazren er upolarisert lys).

Det spreidde lyset frd luftmolekylane er ansvarleg for
at himmelen ser bld ut, trass i at sollyset har ein etter
mdten svak styrke i den bld enden av spektret. Det bl&
lyset, som har stgrst w, dominerer likevel i det spreidde
lyset p.g.a. faktoren wu i (A92). Det raude lyset blir
spreidd minst. Dette forklarer kvifor himmelen er raud-

farga nar solrenning og solefall.

Desse effektane forsvinn ved overskya ver fordi partik-
lane (vassdropane) i skyene er sid store at fgresetnaden for
(A92), nemleg 1 << X ikkje gjeld. Skyene er kvite eller
gra.

Sterkare vekselverknad mellom lys og atom, blir det ndr

lyset er i resonans med atomet:

Me ser pd ein klassisk harmonisk oscillator (oscillerande
dipol) som ein modell for eit lys-absorberande og lys-

emitterande atom. Atomet har altsd ein eigenfrekvens w

(svarande til spektrale absorpsjons- og emisjonslinjer).

I nullte orden lyder den oscillerande dipolen differen-

siallikninga

m (8§ + wls) = O
e

A L2



Her er m, - elektronmassenocg s posisjonen til elektronet

(eller middelposisjonen til "elektronskya"). Denne har ei

lgysing s = soelmt svarande til udempa frie svingingar.
. 2 sy _
me(ss + w's8) =0
1 .2 .1 2 2
‘2— me(S) + 7 1] meo = W = konst

=
+
=
1]
=

): Totalenergien fordeler seg pa kinetisk og potensiell

energi. Utsvinget kan uttrykkjast ved dipolmomentet

P = es
W =g ()7 = 2 B (p)?
e
W, = s o'ms? = Im (g)z p’
WS Woe W % f% (52 + w'p?) = % f% w2pz

Men dei frie svingingane er ikkje udempa. Energitapet pr.

tidseining er etter (A92)

u wp2
- - - -9 "0
W= Pr 127m¢
W uowu 2e2 21 e2m2
W T T "7 %7 1Zmem
121Cc mw

Energien minkar altsd eksponensielt med tida

2u 62m2
e}
- AZmem  ©
W «
e2w2
Uo N

1 -

s, = p = W2 « 127mem - e 5t



Dempingskoeffisienten
' e2 2
(S:ic.)..__(t)._

12mem

For atom er § << w.

Ser me pa tvungne svingingar for oscillatoren, vil me ha ei
skarp resonanskurve med halvverdibreidd
e2w2
Yo

F= 28 = oo

Jfr. t.d. Westin, Svingningslare, kap. 3., s. 12. Dette er
den naturlege linjebreidda for spektrallinja. Den relative

halvverdibreidda er

2
I of "
W Gﬁcme
For synleg lys er — << 1
= 2n/k = 27mc/w
A L dw) T
Al T w w
Naturleg linjebreidd:
T U e wA 1 e2
(AA)naturleg =5 emcem 3m
2
-7 19
- L{"ﬂ' 10 '(1,6:3110 )_ 1 18'10
39,11 - 10
Synleg lys (gult) X = 0,56 nm
-14
£ . 118 . 2 =2.1078 (klassisk)
0,56 - 10

I tillegg til den naturlege linjebreidda kan spektrallinja
ha tilleggsbreidd (kollisjonsbreiing, dopplerbreiing).

D& & = R/2m (jfr. Westin, Svingningslere) kan me gjerne
definera ein mekanisk strdlingsresistans for atomet

My e2w2 uoe2w2

Rr = Qme(S = 2me 12ncme B Bwe

ALY
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Rettingar til

ved J. Falnes

Side og linje

S'

s.

S.

S.

S

A 12, likn (A70)

B4, 1l. 7 o.
B9, 1ikn (B43)
B10,1.7 n.
B11,1.10 o.

B15,1ikn (B71)
B16,1ikn (B75)
B17,1.4 o.

B19,1.4 o.
B20,1.11 o.

s.B22,1. 10 n.

s.C6,likn. (C28)

S.

s.D13, 1. 7 og 8 o.

D12, 1. 7 n.

s.D19, 1. 5 n.

S

S'

D40, likn.(D215)

D43, 1. 2 o.

D43, 1. 5 o.

D50, 1.6 o.

E2, 1ikn.(E7)

E2, likn.(ES8)

E7, 1. 8 n.

E7, 1. 8-1n.

og L.C.

Iversen (1980)

Star

IA
a

n

cos
kvantitativ
h

wko| §1 2 =

= L

i
cosh’kh

hg gre

visar

Wehauser

v
X

av Greens

k(6)
hS(e)/hSO

Mellom deito brg-
kane skal vera:

A 2
| §/wn |
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Skal sté

cosh
kvalitativ

gk

skal fjernast
n.

i

coshz(kh)

venstre

viser
Wehausen

Av

bk

4
P

av Gauss'
kK_(8)
q

hu(e)/huo

Iﬁ/wnol




Rettingar til Hydrodynamisk teori for bglgjekraftverk

Side og linje Star
s. E7, 1. 5 n. s 1l = 1,23
s. E7, 1. 5 og 4 n. =

og likn. (E39) og (E40)

s. E8, likn. (E42) og
(E43) za
s. E8, likn. (Eu45) bgr innrammast

(heller enn likn. (Eu1)}

s. F2, likn. (F5) og (F7) u

s. J6, figuren

skal kallast di og dj , ikkje r; og r;

(metoden med

"stasjonzr fase")

s. K8, 1. 6 o. —(8—8n)cosen

s. K9, likn. (Kuy) n=0

" n

%*
"
Kq(en) KqJeh)

Merk at talet
2(nmax+1)

s. K10, likn (K45) N

Kq(Y)K {(v)

s. A22, (s.155), 1. 1o, ikkje -

Skal sta

Skal fjernast

I ~Iw

1

z/a

v

Avstand fra origo til punkta i og j

J

Skal fjernast

2m
g - (G-Gn)cosen

3
Kq(—en)Kq,(-en)

<.
der n230 °g n.T

0. Merk at talet
2(n2 - n1)

*
Kq(—Y)Kq,('T)

ikkje





